UNIVERSITE DE STRASBOURG

ENSIIE

Analyse Numérique

Collaborateurs :
Pierre BOUTRY
Vincent HUBER

Auteur :
Michel MEHRENBERGER

2014-2015






Table des matiéeres

1 Rappels a propos des matrices 5
2 Conditionnement 13
2.1 Imtroduction . . . . . . .. .. L 13
2.2 Conditionnement d'une matrice . . . . . . . .. .. ... L. 13
2.3 Majoration des perturbations . . . . . . .. ... o L L Lo 14

3 Résolution numérique de systémes linéaires 15
3.1 Cas des matrices triangulaires . . . . . . .. ... L oL oo 15
3.2 Méthode de Gauss . . . . . . .. .. 15
3.3 Exemples . . . .. 17
3.3.1 Résumé pour la méthode de Gauss . . . . . ... ... ... ... ... 17

3.3.2 Interpolation par splines cubiques . . . . . .. ... ... .. ..... 17

3.3.3 Résolution d’un systeme tridiagonal . . . . ... ... ... ... ... 18

3.3.4 Equation de diffusion 1D . . . . . . ... oo oo 19

3.4 Laméthode de Cholesky . . . . . .. .. .. .. .. . . . 20

4 Meéthodes itératives 23
4.1 Introduction . . . . . . . . oL oL 23
4.2 Tests d’arrét . . . . . e e e e e 24
4.3 CONnvergence . . . . . . o v v i i e e e e 24
4.4 Vitesses de CONVETZENCE . . .« . v v v v v v vt e e e e e 25
4.5 Les matrices hermitiennes définies positives . . . . . . . . .. ... ... ... 26

5 Résolution numérique d’équations différentielles ordinaires 29
5.1 Quelques problemes . . . . . . . ... 29
5.1.1 Thermodynamique . . . . . . . . .. L 29

5.1.2 Dynamique des populations . . . . .. ... .. ... .. ... ... 30

5.1.3 Le probleme dupendule . . . .. ... ... .. ... .. ... ... . 30

5.2 Le probleme de Cauchy . . . . . .. .. ... .. .. .. 30
5.2.1 Définition . . . . . . ... e e 31

5.2.2  Problématique des solutions numériques . . . . . . . . ... ... ... 31

5.2.3 Solution locale . . . . . . ... 31

5.3 Premiers exemples : les méthodes d’Euler . . . .. ... ... ... .. .... 32
5.4 Intégration numérique . . . . . ... Lo oL 33
5.4.1 Principe . . . . . ..o 33

5.4.2 Formule de quadrature . . . . . . . ... L L oL 33



5.5
5.6
5.7
5.8
5.9
5.10

TABLE DES MATIERES

5.4.3 Imtervalle . . . . . . . . . ... 33
5.4.4 Formules composites . . . . . ... 33
5.4.5 Formules de Newton-Cotes . . . . .. ... .. ... ... ....... 34
5.4.6 Degré de précision . . . . . . ... Lo 34
5.4.7 Formules de Gauss . . . . . . . ... Lo 34
Schémas & un pas explicites . . . . . . . . . . ... e 35
Consistance, stabilité et convergence . . . . . .. .. .. ... L L. 37
Schémas implicites . . . . . . . . . L 41
Stabilité absolue . . . . . . ..o 42
Méthodes multi-pas . . . . . . . .. 42
Méthodes multi-pas (complément) . . . .. .. ... ... ... .. ...... 43
5.10.1 Méthode d’Adams explicite . . . . . . . ... ... L. 43
5.10.2 Méthode d’Adams implicite . . . . . .. ... ... ..., 44

5.10.3 Méthode prédicteur correcteur . . . . . . .. .. ... 45



Chapitre 1

Rappels a propos des matrices

Théoréme 1 (Théoreme du rang). Pour toute matrice A € RM*N,

on a
rg(A) + dim(KerA) = M

avec !

KerA ={xz € E/Az =0}.

Changement de base
Soit € = (e1,...,en) une base de RN et & = (e, ..., e)y) une autre base. La matrice de
passage de £ & £ est donnée par S = Pg_,g = (S, ;) avec

N
/
ej 5 E S@jei.
i=1
Proposition 1 (Effet d’'un changement de base sur les composantes d’un vecteur).
. N N I t / /Nt
Siy iy mieg = ;. wier, et v = (xq,...,xn)", o' = (2],...,2]y)", ona
x =52’
Démonstration. On écrit
N N N N N N
/N / /
E xTri;€; = E ZT;6; = E Z; E Sjiei = E E Sjixiei,
i=1 i=1 i=1  j=1 j=1i=1
et donc z; = SN S O
7= 2ui=1 951

Proposition 2 (Effet d’un changement de base sur les éléments d’une matrice). Si A est une
matrice représentant une application linéaire de E dans F dans une base £ (base de E) et
F (base de F) et si A" est une matrice représentant cette méme application dans une base £’
(base de E) et F' (base de F), on a

A =T7148S,
avec S = Pe_ygr et T = Pr_,x. Pour mémoriser, on a

Ar e = PrrgArePe e
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Démonstration. On note g I'application correspondante et on a

ZA ifis g ZA’,]

On en déduit

N

N
I):Zsi,jg(ez ZS,]ZAkak_ZS,]ZAkZZ Dewfis
=1 =1 k=1

i=1 /=1

et donc

Définition 1.

Matrice transposée : At = (a;;)

Matrice adjointe (transposée de la conuguée) : A* = (aj;)
Matrice symétrique : At = A

Matrice hermitienne (= auto adjointe) : A* = A

Matrice anti-hermitienne : A* = —A

Proposition 3. On a
(AB)t — BtAt7 (AB)* _ B*A*, (AB)—I _ B_IA_I, (A*)—l — (A_l)*, (At)—l _ (A_l)t.

Lemme 1. Soient LY et L®) deuz matrices d’ordre N triangulaires inférieures. Alors L) =

(1) y(2)

LM L@ est triangulaire inférieure et 6(3) =474

Démonstration. Voir exercices. O

Lemme 2. Soit L une matrice carrée réguliére (i.e. inversible) et triangulaire inférieure.
Alors L1 est aussi triangulaire inférieure et

Démonstration. Voir exercices. O

Proposition 4. Soit A une matrice carrée triangulaire par blocs (les blocs diagonauz A;;
sont supposés étre carrés). On a

det(A) = ﬁ det(Ai’,-).
i=1

Définition 2. Une matrice bande est une matrice telle que a; ; = 0 pour j <i—cetj > i+c;
c est appelé demi-largeur de bande.
Pour ¢ =1, on a une matrice tridiagonale ; pour ¢ = 2, on a une matrice pentadiagonale.

Définition 3. Produit scalaire hermitien : On dit qu’une application ¢ :



¢ : ExE — C
(x.y) = (zly)

est un produit scalaire hermitien si elle est :
* sesquilinéaire a gauche
— Linéaire par rapport au premier argument : a (Ax + By|z) = Aa (z,2) + Ba (y, z)
— antilinéaire par rapport & la deuzieme variable : a (z|\y + B2) = Aa (z|y) + Ba (z, 2)
*symétrique hermitienne : Y,y € E2, (z|y) = (y|2)
* positive : Vx € E, (z|x) € Rt
* définie :Vx € E, (z|lx) =0 =2 =0

Proposition 5. Soit A une matrice rectangulaire (M, N). Alors pour tout x € KN ety e
KM ona
(Azly) = (z|A"y)

avec

N
(xly) = wxti-
k=1

Démonstration. Voir exercices. O
Théoréme 2. Soit A une matrice rectangulaire (M, N). Alors
KerA* = (ImA)*, ImA* = (KerA)*.

Théoréme 3 (Orthogonalisation de Gram-Schmidt). A partir d’une suite de vecteurs linéairement
indépendants de K™V (f1, fa, ..., fr), on peut construire une suite de vecteurs (py,...,pr) 2
2 orthogonaux tels que

Vect(fi,...,f;) = Vect(pr,...,pj), 5=1,...,k.

Lemme 3. Une matrice carrée hermitienne A est telle que (Ax|x) est réel pour tout x € CN.

Définition 4. Une matrice hermitienne est définie positive si pour tout x € CN \ {0}, on a
(Az|z) > 0.

Une matrice hermitienne est semi-définie positive si pour tout x € CV \ {0}, on a
(Az|z) > 0.

Soit A une matrice rectangulaire de format (M, N). Alors A*A est une matrice carrée
d’ordre N qui est hermitienne. Elle est semi-définie positive. Si le rang de A vaut N alors
A*A est définie positive.

Proposition 6. Les sous-matrices principales d’une matrice hermitienne et définie positive
sont hermitiennes et définies positives. Les éléments diagonaux de A sont strictement positifs.

Définition 5. Une matrice Q de format (M, N) avec M > N est unitaire si les colonnes de
Q sont des vecteurs deux o deux orthogonaux et de norme unité, i.e. Q*Q = 1.

Lemme 4. Une matrice unitaire vérifie ||Qz|2 = ||z||2-
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Démonstration. Voir exercices. O]
Lemme 5. Le produit de deux matrices unitaires est unitaire.
Une matrice unitaire a coefficients réels est dite orthogonale.

Proposition 7. Soient A matrice de format (M,N) et B de format (N, M), avec M > N.
Alors
det(\ — BA) = AM=Ndet(\I — AB).

Les valeurs propres non nulles de deux matrices AB et BA sont les mémes.

Démonstration. On part de
Iy 0 uly A (pIny A
—B  uly B uly )\ O u?ly — BA
/LIN —-A /LIN A . ,u,2IN—AB 0
0 Iy B uly ) \B plyv )

Les valeurs propres de A* sont les conjuguées des valeurs propres de A.
Les valeurs propres de A’ sont les mémes que les valeurs propres de A.

et

Théoreme 4. Soit u; un vecteur propre de A correspondant a X;. Soit v; un vecteur propre
gauche correspondant a \;. Alors, si \i # \j, on a

(Ui|vj) =0.

En particulier si A est hermitienne, les vecteurs propres correspondant & des valeurs
propres distinctes sont orthogonaux.

Proposition 8. Les vecteurs propres associés a des valeurs propres distinctes sont linéairement
indépendants.

Théoreme 5. Soit A une matrice carrée d’ordre N.
A est diagonalisable ssi A posséde N vecteurs propres u; linéairement indépendants. Alors

A peut se factoriser sous la forme
A=SDS

ou D est la matrice diagonale formée des valeurs propres. La i-ieme colonne de S est un
vecteur propre u; associé & la valeur propre \;. La j-iéme colonne de (S™1)* est un vecteur
propre a gauche v; associé a la valeur propre \;.

Corollaire 1. Si toutes les valeurs propres de A sont distinctes, alors A est diagonalisable.

Définition 6. Un bloc de Jordan Ji(\) d’ordre k est une matrice d’ordre k avec des 1 sur la
sur-diagonale et A sur la diagonale.

Définition 7. On appelle matrice de Jordan, une matrice diagonale par blocs, ot chaque bloc
est un bloc de Jordan Jy,(\;). Les \; ne sont pas nécessairement distincts.



Théoréme 6. Toute matrice est semblable' & une matrice de Jordan.

Théoreme 7. Une condition nécessaire et suffisante pour que deur matrices diagonalisables
commutent est qu’elles aient les mémes vecteurs propres.

Démonstration. Pour un sens, voir exercices. ]
Théoréme 8 (Théoreme de Schur). Toute matrice carrée A peut s’écrire
A=UTU",
avec U unitaire et T triangulaire supérieure.
Définition 8. On dit qu’une matrice est normale si A*A = AA*.

Théoreme 9. A est une matrice normale ssi il existe une matrice U unitaire telle que
A=UDU".

D est la matrice diagonale formée des valeurs propres. Ainsi, une matrice normale est dia-
gonalisable et les vecteurs propres sont orthogonauz.

Corollaire 2. Une matrice hermitienne est diagonalisable. Ses valeurs propres sont réelles
et ses vecteurs propres sont orthogonaux.

Corollaire 3. Une matrice symétrique et réelle est diagonalisable. Ses valeurs propres sont
réelles et ses vecteurs propres sont orthogonaux.

Corollaire 4. Une matrice unitaire est diagonalisable. Ses valeurs propres ont pour module
1 et ses vecteurs propres sont orthogonauz.

Théoréme 10. Une matrice hermitienne (ou symétrique réelle) est définie positive ssi ses
valeurs propres sont strictement positives.

Théoréme 11. Une matrice hermitienne (ou symétrique réelle) est définie positive ssi ses
mineurs principaur sont strictement positifs.

Proposition 9. Une matrice anti-hermitienne? est diagonalisable. Ses valeurs propres sont
1maginaires pures et les vecteurs propres sont orthogonaux.

Définition 9. Soit A une matrice rectangulaire de format (M, N). On appelle valeurs sin-

guliéres (u;) de A les racines carrées positives ou nulles des valeurs propres de la matrice
A*A d’ordre N.

Théoréme 12. Soit A une matrice rectangulaire de format (M, N). Il existe deux matrices
carrées unitaires U et V' d’ordre respectivement M et N telles que

U*AV =%,

ou X est une matrice rectangulaire de format (M,N), avec o;; = pi, i = 1,...,N et les
autres termes sont nuls. Les p; sont les valeurs singuliéres de la matrice A.

1. Si M = PAP™', M et A sont semblables.
2. A¥=—-A
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Corollaire 5. Le rang de A est égal au nombre de valeurs singuliéres non nulles.

Corollaire 6. Soit A =UXV™" la décomposition en valeurs singulieres de A. Appelons u; les
colonnes de U et v; les colonnes de V. Alors

_ T * * A r 2 * * r 2 *
A=3"1 wuvy, ATA =300 prvvs, AAT =31 piuu
Normes

Définition 10. Définition de la norme
Une norme est une application de E K -espace vectoriel dans RT qui vérifie
1. ||z]| =0 2z =0,
2. || Az|| = |Al||z]] pour tout A € K et x € E,
3. Nz +yll < llzll + lyll pour tout (z,y) € E.

Théoréme 13. Dans CV toutes les normes sont équivalentes.
Définition 11. Norme matricielle induite par la norme vectorielle || - || :
Al = maz )z =1 || Az]|.
Lemme 6. Pour toute norme matricielle induite, on a
[ Az|| < [ A[lflz]-
Théoreme 14. Une norme matricielle induite est bien une norme pour les matrices.
Remarque 1. Pour toute norme induite par une norme vectorielle, on a
1] = 1.
Proposition 10. Pour deux matrices A et B de format (M, N) et (N, P), on a
[AB| < [[A[ll|B]|-
Définition 12. On appelle rayon spectral de A, la quantité
A) = Ai(A)].
p(A) = max [X;(A4)]

A est une matrice de format (N,N) et \i(A), i =1,...,N sont les valeurs propres de A.

Théoréme 15. Pour que limy_,o, A*¥ =0, il faut et suffit que p(A) < 1.

Démonstration. Si A est une matrice élémentaire de Jordan J, d’ordre Np. On a
Jp=An, +E.

On peut vérifier que E™ = 0, pour n > N,,. On a alors pour k£ > N,

Np—1
=Y CATE
1=0

Pour i fixé et £k — oo, on a
lim |CiN—i =0
k | k\p | ’

si |Ap| < 1 et vaut oo sinon. On voit alors que JJ tend vers 0 ssi [Ap| < 1.
Dans le cas général, on écrit AF = §JFS— 1, O
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Théoreme 16. Pour toute norme matricielle, on a
lim_ || A%/ = p(A).
k—o0

Démonstration. On a p*(A) = p(A*) < ||A¥|| (cf exercices), ce qui donne

p(A) < ||ARIVE.

Soit € > 0. On considére la matrice suivante A(e) = WA, dont le rayon spectral est

p(A(e)) = pég’;‘j_e < 1. Donc limy,_,o, A¥(€) = 0. Donc il existe k(¢) tel que pour tout & > k(e),
on ait

1A% (o)l < 1.

Or, comme ||A*(¢)| = %, on obtient

IAFM% < p(A) + €

Théoréme 17. La série [ + B + B2+ ... converge vers (I — B)™! ssi p(B) < 1.
Démonstration. Si p(B) < 1, 1 n’est pas valeur propre de B donc I — B est inversible. Posons
Ay=IT+B+...B"

On a alors
BA, =B+ -+ BFtL

En prenant la différence, on obtient
(I — B)A, =1 — B,
soit A, = (I — B)™'(I — B**1), puis
1A, — (I = B) Y| < [|(Z = B) M|l B*]),
qui tend vers 0 et donc

lim A, = (I - B)™'.

k—o0

Réciproquement, si limy_,o, Ay existe, on a limy_,o, B*¥ = 0 et donc p(B) < 1. d
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CHAPITRE 1. RAPPELS A PROPOS DES MATRICES



Chapitre 2

Conditionnement

2.1 Introduction

Il est rare que la solution d’un systeme linéaire Ax = b puisse étre obtenue sans étre
entachée d’erreurs.
Les erreurs peuvent provenir des incertitudes sur A et b, mais aussi des erreurs d’arrondis.
Ainsi au lieu de résoudre
Az = b,

on résoud en fait

(A+ AA)y = (b+ Ab).

On cherche alors a majorer la différence z — y en fonction des majorations de AA et AB.

Exemple
0 7 8 7 32
7 5 6 5 23
A= 8 6 10 9 , b= 33
7T 5 9 10 31
10 7T 81 7.2 32.01
7.08 504 6 5 22.99
A+Ad= 8 598 989 9 » b+ Ab= 33.01
6.99 499 9 998 30.99

La solution de Az = best z = (1,1,1,1)".
La solution de Ay = (b+Ab) est y = (1.82,—0.36, 1.35,0.79) La solution de (A+AA)z = b
est 2 = (—81,137, —34,22)!

2.2 Conditionnement d’une matrice

Définition 13. Soit || - || une norme matricielle ; le conditionnement d’une matrice réguliére
A associé a cette norme est le nombre

cond(A) = || A[[||A7"],
parfois noté K(A).E n particulier, on note cond,(A) = ||All,||A7|,-

13
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Théoreme 18. On a les propriétés suivantes.
1. cond(aA) = cond(A), pour toute matrice réquliére A et tout scalaire o # 0.
2. cond(A) > 1, si le conditionnement est calculé par une norme induite.
3. condy(A) = % 0l Mmax €t min sont respectivement la plus grande et la plus petite
des valeurs singuliéres de A.
4. conda(A) = 1 si et seulement si A = aQ), avec « un scalaire et Q) une matrice

unitaire.

Démonstration.

1. Voir exercices.

2. Voir exercices.

3. Voir exercices.

4. Pour toute matrice A, il existe deux matrices unitaires U et V et une matrice diagonale
>, dont les coefficients diagonaux sont les valeurs singulieres p; de A telles que

A=U%XV*

On a alors conda(A) = 1 ssi toutes les valeurs singulieres sont égales entre elles. Soit a leur
valeur. On a donc X = al et A =aUV* = a@Q) ou Q = UV™* est une matrice unitaire. O

Remarque 2. On dit qu’une matrice est "bien conditionnée”, si son conditionnement n’est
pas beaucoup plus grand que 1. On voit donc que les matrices unitaires sont les mieux condi-
tionnées possibles.

Remarque 3. La valeur du déterminant ne donne pas d’indications sur le conditionnement.
Voir exemples ci-apreés.

Exemple 1. A matrice diagonale a1 =1, a;; =0.1, i =2,...,N =100. On a ||A|l2 =1 et
| A=Yz = 10, donc conds(A) = 10, bien que det(A) = 1079,

Exemple 2. A bidiagonale avec des 1 sur la diagonale et des 2 sur le surdiagonale. Voir
exercices.

2.3 Majoration des perturbations

Théoréme 19. Soit A une matrice inversible. Soient x et x + Ax les solutions des systémes
linéaires :
Az =0, A(x + Azx) = b+ Ab.

On a
|Az||

<c
[l

Théoréme 20. Soit A une matrice inversible. Soient x et x + Ax les solutions des systémes
linéaires :

|ab]
ol

ond(A)

Az =b, (A+ AA)(z+ Az) =b.
On a
|Az||

[AA]
|z + Ax|| —

ond(A) T4



Chapitre 3

Résolution numérique de systemes
linéaires

Soit A € RN¥XN est une matrice carrée, supposée inversible (detA # 0) et b € RY un
vecteur donné.
On cherche & trouver le vecteur z € RY tel que Az = b.

3.1 Cas des matrices triangulaires
Proposition 11. Soit A une matrice triangulaire a termes diagonauxr non nuls. Le systéme
se résoud en environ N? opérations (descente ou remontée).

Démonstration. Supposons A triangulaire supérieure. On a alors (algorithme de remontée) :

N
bn bj = > k=ji1 WikTh
N = ’l’j: ,j:N—l,...,l.
a/N7N aj?j

3.2 Meéthode de Gauss

On part d’une matrice A et on cherche a rendre A triangulaire supérieure en faisant des
opérations sur les lignes.

Proposition 12. On suppose les mineurs principauzr de déterminant non nul. Alors on peut
résoudre le systeme en faisant des opérations sur les lignes. Le nombre d’opérations est de
Uordre de 2N3/3.

Démonstration.
Il s’agit de la méthode de Gauss sans pivot.
Etapele<—Lj—a“L1,j—2 , N
(k)
EtapeijeLj—(lf—,’c)Lk, j=k+1,...,N,pour k=2,...,N — 1.
Ak

Il reste a voir que le pivot agc,)g est non nul. Les opérations sur les lignes ne changent pas le

déterminant du k-ieme mineur Ay qui vaut H =1 agj j) a/,(c 23 = det(Ax) # 0 et donc ai ,1 est lui
méme non nul par récurrence.

15
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Nombre d’opérations pour calculer la matrice triangulaire supérieure : & I’étape k : 2(N — k)2,
O

Dans le cas ou le pivot est nul ou petit en valeur absolue, la méthode de Gauss sans pivot
ne fonctionne plus, et on choisit de faire un échange de ligne ou de colonne : il s’agit de la
méthode de Gauss avec stratégie de pivot.

Proposition 13. Soit A inversible. On peut alors résoudre le systéme par la méthode de
Gauss avec stratégie de pivot.

Démonstration. Si le pivot est nul, on sait que toute la ligne (ou colonne) n’est pas nulle et
on peut donc faire un échange de colonnes (ou de lignes). O

Chaque opération sur les lignes correspond a une multiplication de la matrice par une
matrice triangulaire inférieure avec des 1 sur la diagonale. On peut alors écrire

A=LU,

avec L triangulaire inférieure et U triangulaire supérieure. Dans le cas ou il y a une stratégie
de pivot, on a
A=PLU,

avec P matrice de permutation.

Il peut étre intéressant de stocker L et U (que I'on peut stocker informatiquement dans la
méme matrice A), notamment si I’'on veut résoudre le systéme pour une succession de seconds
membres b.

Proposition 14. Soit A une matrice dont tous les mineurs principauz sont non nuls. Alors
A admet une unique factorisation LU et on peut stocker informatiquement L et U dans la
méme matrice A qui est successivement mise a jour.

Démonstration. L’unicité s’obtient en écrivant Ly n, = UU L qui est triangulaire inférieure
et supérieure avec des 1 sur la diagonale et qui est donc la matrice identité.
Onapourk=1,....N—1

Ajk .
J’
ajp=—"—,j=k+1,...,N,
0/7
puispour £,5=k+1,..., N,
agj = G5 — Qe kOk,j-
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3.3 Exemples

3.3.1 Résumé pour la méthode de Gauss

La méthode de Gauss est une méthode directe.

On utilise un pivot que 'on change éventuellement.

Elle fonctionne sans changement de pivot pour toute matrice telle que les mineurs princi-
paux sont de determinant non nul.

Avec pivot, elle fonctionne pour toute matrice inversible.

Le cout est en O(n?).

Sans pivot, on écrit

A=LU,

avec L triangulaire inférieure avec des 1 sur la diagonale et U triangulaire supérieure.
Avec pivot, on rajoute une matrice de permutation

A= PLU,

avec P matrice de permutation (permutation des lignes ou colonnes de la matrice identité).
Le colt peut etre reduit pour des matrices bandes et fait intervenir la largeur de bande
Par exemple, pour les matrices de tridiagonale, L et U sont bidiagonales.

3.3.2 Interpolation par splines cubiques

On considere l'interpolation par splines cubiques sur un intervalle [a, b] divisé en N sous
intevalles pas forcément de méme longueur. On se donne

f(l‘]), j:O,...,N, f,(:CO)? f,('IN)’

aveca=1z9 < - < Ty =b.

Localement sur un intervalle [z}, z;11] la reconstruction par splines cubiques de f est un po-
lynéme de degré < 3.

On suppose la continuité C? en chacun des points zj, j =1,...,N — 1.

Sur lintervalle [z, z;11], on note Pj,i/, le polynome de degré < 3 qui est uniquement
déterminé par fj, i1, f}, i1, avec fj = limy,; Pj(2) = limy—,; P}_;(x). On peut écrire

T

Pj+1/2($) =fi+ / ]{+1/2(x)dx.

J

Le polynéme PJ’ est de degré < 2 et satisfait

+1/2
/ !/ / !/
Pj+1/2($j) = [ Pj+1/2(37j+1) = fi+1;
ainsi que
it
[ Plap@)ds = g1 - 1
zj
On peut donc écrire

J:_w.] ! /
—(fi1 — ;) FAj(x —xj)(x — z;
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avec A; de telle sorte que

Tt f’. + f! 1
firi—fi= Aj/ (z — zj)(x — zjp1)dw + %(%‘—H — ;).
zj

Tj41 Tivl —Xi [(Tir] — T 2 (:U‘+1—$')3
r— i)z — 250 )de = —2°2F A s J) — Yl )
[ e = - : =t
ce qui donne

fitfien — fin—1;

AT T 2 Tjp1—T;
j =
6 Tj+1 — Z;
On obtient alors
r f/
» _ Jj+1 J
P i1(x) = 2oz T 245w — Aj(zj + zj41),
J+1 T Ty
et la continuité de la dérivée seconde donne
/ !/ / /
j1— = Tia
+Aj(zj — i) = + Az —2j0),
Tjt1 = Tj — Tj-1
ce qui se réécrit pour j=1,..., N —1
L it fim—1f A it fi—fia
R R W RS R B el SR S Tj—Tj—1
Tj41 — Ty Tj41 — Ty Tj —Tj-1 Tj—Tj—-1

Si on suppose que le maillage est uniforme, on obtient

fion = Ji = fi+ i = 83U+ fia + i + fi) = =6(fin — [+ fj — fim1)/ Az,

soit s f
/ / 1 qJditl T Jj—1
Jjoa - Afj 4 ffa = 3
On considere alors le systeme linéaire en fj, ..., fy, donné par (3.1) et f} = fi, v = fn>
pour j =0 et j = N. On a bien un systeéme tridiagonal.

(3.1)

3.3.3 Résolution d’un systeme tridiagonal

Théoréme 21. On considére la matrice suivante :

by e¢ O - 0

a9 :

A=1 o 0
e

0 0 ap, by

On définit la suite suivante :
oo =1,
61 = by,
Ok = brdp_1 — apCr—10k—2, Vk € {2,...,n}.
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1. Alors Vk € {1,...,n}, 6 = det(Ay), ot

by e 0 0
as

Ag=| 0o . . . 0
: .o Ch—1
0 -+ 0 ax b

2. De plus, si Vk € {1,...,n}, 0 # 0, alors la factorisation LU de A est :

1 0o --- e 0 % cg 0 - 0
0 '
A=1 0 0
0 Cn—1
0 0 apy=2 1 0 0 Fn
Démonstration. 1. Pour k = 1, le résultat est évident. Pour k > 2, il suffit de développer

le déterminant de Ay par rapport a la derniere ligne.

2. On suppose que Vk € {1,...,n}, d # 0. D’apres le point précédent, le théoreme de
la décomposition LU s’applique. En particulier, il y a unicité de la décomposition. Il
suffit juste de multiplier L par U données dans I’énoncé et verifier que le produit donne
bien A (en utilisant la relation de récurrence de la suite (d).

O

3.3.4 Equation de diffusion 1D

On cherche a trouver la solution de —u”(x) = f(x), u(a) = u(b) = 0. On considére un
maillage uniforme. On a pour toute fonction g € C*

9(z541) = g(x;) + g (@)h + g7 (25)h* /2 + ¢" (2;)h* /6 + O(h*),
g(z;-1) = g(z;) — ¢ (¢j)h+ g (x;)h*/2 — ¢" (2;)h* /6 + O(h*),
ce qui donne en sommant
gj+1 + gj—1 = 2g; + g";h* /2 + O(h*).
On obtient alors une discrétisation de —u”(x) = f(x) par
—Uj_1 +2uj —ujp = h2fj,

pour j = 1,..., N — 1. En utilisant le fait que u(a) = u(b) =0, on a uyp = 0, uy = 0 et on
obtient bien un systéeme tridiagonal en uq,...,ux_1.



20 CHAPITRE 3. RESOLUTION NUMERIQUE DE SYSTEMES LINEAIRES

3.4 La méthode de Cholesky

Cette méthode s’applique quand la matrice du systeme est symétrique définie positive.
On sait qu’une telle matrice vérifie les hypotheses du théoréeme de décomposition LU, et donc
admet une unique factorisation LU. Dans le cas d’une matrice symétrique définie positive,
on peut en plus trouver une matrice B triangulaire inférieure telle que A = BB!. Cette
décomposition est la factorisation de Cholesky.

Théoréme 22. Soit A € M, une matrice symétrique définie positive. Il existe au moins
une matrice B triangulaire inférieure, telle que A = BBt. De plus, si on impose que tous les
coefficients diagonaux de B soient positifs, alors cette factorisation est unique.

Démonstration. On sait qu'une matrice symétrique définie positive vérifie les hypotheses du
théoreme de décomposition LU. Donc il existe L € M,,(K) triangulaire inférieure a diagonale
unité et U triangulaire inférieure telle que A = LU. Soit k € {1,...,n}, on note Ay la sous-
matrice de A constituée des k premiéres lignes et k premieéres colonnes. On utilise la méme
notation pour L et U. Alors, on vérifie facilement que Ay = LiUg. Alors, comme Lj est
comme L a diagonale unité,

k
Vk € {1,...,n} det(A;) = det(Ly) det(Uy) = det(Uy) = [ Juis > 0.
i=1

On montre alors facilement par récurrence sur k que Vk € {1,...,n} ugx > 0. On pose
alors A la matrice diagonale dont les coefficients diagonaux sont les ,/u; ;. Elle est inversible
(les coefficients diagonaux sont non nuls, vi la remarque ci-dessus) et A peut s’écrire A =
(LAYATIU), ie. :

£/ U1,1 0 L 0 U1,1

Un.n 0 e 0 Un.n

Posons B = LA et C = A7'U. A = BC = A' = C'B! car A est symétrique. Donc,
BC = C'B! & O(B")™! = B7!C". 1l est facile de montrer que C(B!)~! est triangulaire
inférieure & diagonale unité et B~1C? est triangulaire supérieure & diagonale unité aussi. Ceci
implique que C(B!)~! = B~'C" = Id. Donc en prenant 1'une de ces deux égalités, B = C*.
Pour l'unicité, on considéere A la matrice diagonale constituée des éléments diagonaux de
B. On a vu ci-dessus que les éléments diagonaux de U sont tous non nuls, donc ceux de B
aussi. Donc A est inversible et A = (BA™Y)(AB?). 1l est facile de vérifier que BA™! est
une matrice triangulaire inférieure & diagonale unité et AB? est triangulaire supérieure. Donc
(BA™Y)(AB?) est une décomposition LU de A.

Maintenant on suppose que A = By (B1)! = Ba(Bg)! = (B1ATY)(A1(B1)!) = (B2Ay ) (Ag(Ba)h).
Les deux dernieres égalités sont donc deux décomposition LU de A. Par unicité de la décomposition
LU, A1(B1)! = Ay(B2)!. Or la diagonale de chacune de ces matrices est respectivement com-
posée des (b1,,)* et (by,,)% Donc, Vi € {1,...,n}, absby,, = absby, ,. Comme on a supposé
que les coefficients diagonaux des B; sont positifs ou nul, Vi € {1,...,n}, b1, ; = bo, ;. Donc
A1 = Ay et comme A1(By)! = As(Bs)!, on en déduit By = Bs. O
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Le cout de la méthode de Cholesky est

(n?—n)

— 4 additions,
3.
— =) pultiplications,

6
”(”271) divisions

pour la factorisation et

— n(n — 1) additions,

— n(n — 1) multiplications,

— 2n divisions
pour la résolution des deux systémes linéaires triangulaires.
Exemple : Avec n = 10, il y a 383 opérations.

Le principal intérét de la méthode de Cholesky par rapport a la décomposition LU est le
gain en mémoire lorsqu’on implémente les méthodes. En effet, avec la méthode de Cholesky,
on ne stocke que B triangulaire, tandis qu’avec la décomposition LU on doit stocker deux
matrices triangulaires.
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Chapitre 4

Méthodes itératives

4.1 Introduction

En écrivant Az = b, on a
n
E a; ;r; = b;.
=1
Pour la méthode de Jacobi, on a

k+1)
( Zal,jx /am

JFi
Pour la méthode Gauss-Seidel, on met a jour les z; au fur et a mesure qu’ils sont calculés.

k 1 k+1)
) _ (b; —Zawx(+ Z a”x /a“

Jj=i+1

Enfin, pour une méthode de relaxation, on prend

)

ott la formule de #(*+1) est donné par Gauss-Seidel (méthode SOR) ou Jacobi.
Plus précisément, pour SOR, on a

n
k+1 w k+1) k k
(+) = b—Za”nr:(Jr Zaz’,jxﬁ) —i—(l—w)xz( ).
1,0 =
j=1 j=i+1
On écrit aussi ce type de méthodes sous la forme A = M — N et
a® ) = MINg®)
La matrice B = M~'N est appelée matrice de I'itération.

23
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4.2 Tests d’arrét

Comme on cherche & résoudre un systéme linéaire en construisant une suite définie par
récurrence, il faut se donner un test pour arréter la suite. En général, on utilise le test suivant :

— On se fixe € > 0 suffisamment petit (0.001 par exemple).

o \ (k) —
— On g’arréte des que HAJ;”Tb” <e

En posant e®) = 2 — 2(®)_ I'inégalité précédente implique que

le®]
< cond(A)e.
]l
Bn effet, [e®)] = [|A~1(42® — b)| < A1 4z — b < A~ [Ib]le. Comme Az = b,

IIb]] < ||Al|||z]| et on obtient facilement

k -1
le®™ ) < A= Al lle,
d’ou linégalité sur e(®),
On utillise aussi un autre test : [|z*+1 — z*)|| < [|2(¥)||¢, mais ce test peut étre vérifié sans
que z(*) soit proche de z.
Pour ce qui est des normes, on utilise en général || - || ou || - [|2.

4.3 Convergence

Théoréme 23. La suite définie par 0 € CN et 2D = Ba®) + ¢ converge vers & =
(I — B)"'c quelque soit ) si et seulement si p(B) < 1.

Démonstration. On se ramene & e®) = & — () converge vers 0 et on a p(B) < 1 ssi B*
converge vers 0. 0

Définition 14. On note les matrices :

a;j si1=j,
D= {

0 sinon.
;i St 1> ]
L. — hI ’ 4.1
J { 0 sinon. (4.1)
a;; 811 <]
U. J— Zv]. ?
b { 0 sinon.

Proposition 15. Les matrices de l’itération sont données par
1. Jacobi J =L+ U,
2. SOR L, = (I —wL) (1 —w)I +wU),
3. Gauss-Seidel £y = (I — L)7U,
avec L=D'E, U=D"'F, A=D —FE —F, avec D diagonale, E triangulaire inférieure et
F' triangulaire supérieure.
(k+1)

Démonstration. Pour Jacobi, on voit bien que M = D (terme a;;z; ), ce qui donne N =
M—-A=E+F,pus B=DYE+F)=L+U.
Pour Gauss-Seidel, on trouve M = D—F, ce quidonne N = M—A = D—-E—(D—E—-F) =

F,puis B=(D—-E)"'F=(-L)"'U.
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Enfin, pour SOR, la méthode s’écrit

i—1 n
R Y U ST LD DR L) R AL
0t j=1 j=i+1

k+1

donc en mettant a gauche les termes pour x;" ", on obtient

i—1 n
ai,i$§k+l) +w Z ai,jx§k+l) =w|b— Z ai,jxy’“) +(1— w)ai7ixz('k)'
j=1 j=i+1
On a donc (D —wE)z® ) = (1 —w)Dz® +w(b+ Fz®)), puis M = D —wE. On trouve alors

N =wF + (1 —w)D.

OnaM—N:D—wE—wF—(1—w)D:wApuisM:M/w:%D—EetN:N/w:
F+ (L —1)D et enfin

B=(D—-wE) Y (1-w)D+wF)=(I—-wL) " ((1—w)I+wl).
O

Théoréme 24. Pour toute matrice A, on a p(L,) > |w — 1|. Une condition nécessaire de
convergence de la méthode de relazation est 0 < w < 2.

Démonstration. Comme det(l —wL) =1, on a

det(AI — L) = det(A(I —wL) — (1 —w)I —wU).

On a la relation coefficients-racines !

N

[[) = (DN det(—(1 = w)I —wU) = (1 - w)™.

=1
On en déduit la relation comme p(Ly) > |- O
4.4 Vitesses de convergence

On a vu que |[e®| < ||B¥||||e?]|, donc

1
Lle®]] ki (Le®1\*
Ol < ||B¥||. e ) est le facteur moyen de

réduction et il est donc majoré par |B¥||%. C’est ce nombre qui va permettre de définir les
vitesses de convergence, vitesses qui permettent de savoir si z(k) converge rapidement vers x
ou non.

Définition 15. On appelle vitesse moyenne (ou taux moyen) de convergence pour k itérations
de la matrice de l'itération B le nombre

Ri(B) = ~In (|| B*|}).

1. Pour un polynéme P(z) de degré n s’écrivant sous la forme : P(z) = apz™ + An_12" "' 4+ -+ + ag. On
définit le k-itme polyndéme symétrique, noté oy, comme : ok (21,22, ...,Tn) = Z]epk({l n}) Hiel ;. Si les

(1:)1<i<n sont les racines de P(z), éventuellement multiples, on a : oy (r1,72, - ,rn) = (—1)F 2=k,

An

,,,,,
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Remarque 4. Si p(B) < 1 (donc la méthode est convergente) alors ||Bk||% <1 a partir d’un
certain rang et donc Ri(B) > 0 a partir d’un certain rang.

Le but étant d’avoir une estimation de la vitesse de convergence, il faut pouvoir calculer
HB’“H% pour connaitre R(B). Or ce calcul peut étre couteux (méme si on peut avoir une
majoration de ce nombre si B est diagonalisable). On introduit alors la notion de vitesse de
convergence asymptotique, plus facile a calculer :

Définition 16. On appelle vitesse de convergence asymptotique de la matrice de l’itération
B le nombre

R(B) = —In (p(B)).

Cette définition vient du fait que HB’“H% converge vers p(B) quand k tend vers +oo.

4.5 Les matrices hermitiennes définies positives

Théoreme 25. Si A est hermitienne inversible et si A = M — N avec M inversible, on pose
B = Id— M~'A. On suppose que M + M* — A (qui est hermitienne) est définie positive.
Alors p(B) < 1 équivaut a A définie positive.

Démonstration. On montre que pour y = Bz, on a
(|Az) — (y|Ay) = ((x = y)|(M + M* — A)(z — y)).

En effet,
(y|Ay) = (x — M~ Az|A(x — M~ Az)).

On utilise alors aussi  —y = M~ Az. Supposons A définie positive. Soit = vecteur propre de
B de valeur propre A. On obtient

(1= M) (@[Az) = |1 = A (2| (M + M* ~ A)z).

Si A =1, on obtient 2 = Bx et donc M ~!Ax = 0, ce qui est impossible. On a donc |\ < 1.
Supposons maintenant que p(B) < 1. Si A n’était pas définie positive, on aurait existence de
xo # 0 tel que ag = (z9]Azo) < 0. Soit z,, = B"xg. Donc oy, = (,|Azy,) tend vers 0. Or

an—1 —ap = ((xp—1 — ) |(M + M* — A)(xp—1 — 25)) > 0,

si &po1 — xp # 0 (si 1 = zp, on en déduit que 1 est valeur propre de B, ce qui est
impossible). Donc «;, est strictement décroissante ; son premier terme étant négatif; elle ne
peut pas converger vers 0. O

Corollaire 7. Awvec les notations et hypothéses du théoréme précédent, si M + M* — A et A
sont définies positives, alors la méthode itérative est convergente.

Corollaire 8. Si A est hermitienne, A = D — E — F la décomposition classique, avec D
définie positive (ses éléments diagonauz sont tous > 0), w €]0;2], alors la méthode SOR est
convergente si et seulement si A est définie positive.
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Démonstration. Ona D = D* et F'= E*, M = D/w — E, puis

M+ M-—A=2"%D
w

qui est hermitienne. Pour 0 < w < 2, puisque D est définie positive, on a M + M* — A définie
positive ; donc la méthode converge ssi A est définie positive. ]

Corollaire 9. Si A est hermitienne définie positive, alors la méthode SOR converge si et
seulement si w €)0; 2.

Démonstration. Il suffit de montrer que D est définie positive. O
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Chapitre 5

Résolution numérique d’équations
différentielles ordinaires

Une équation différentielle est une équation qui implique une ou plusieurs dérivées d’une
fonction inconnue. Si toutes les dérivées ne sont que par rapport a une seul variable indépendante,
on a une équation différentielle ordinaire (EDO), tandis que 1'on a une équation aux dérivées
partielles (EDP), quand sont présentes des dérivées par rapport a plusieurs variables indépendantes.
L’équation différentielle (ordinaire ou aux dérivées partielles) est d’ordre p, si p est 'ordre
maximal des dérivées présentes.

On s’intéresse dans ce chapitre aux équations différentielles ordinaires (EDO) d’ordre 1. En
anglais, on dit ODE (Ordinary Differential equations) et PDE (Partial Differential Equations).

5.1 Quelques problemes

Les équations différentielles ordinaires permettent de décrire de nombreux phénomenes
dans des domaines tres variés.

5.1.1 Thermodynamique

Considérons un corps de température interne T' dans un milieu ambiant de température
constante T,. Alors le transfert de chaleur entre le corps et le milieu ambiant peut étre décrit
par la loi de Stefan-Boltzmann

v(t) = eyS(TH(t) — T2),

ot t est la variable temporelle, € est la constante de Boltzmann (égal & 5.6 - 10787 /m2K*s,
ou J est pour Joule, K pour Kelvin et bien stir m pour metre et s pour seconde), v est la
constante d’émissivité du corps, S la superficie du corps et v le taux de transfert de chaleur.
Le taux de variation de l'énergie E(t) = mCT(t) (ou C est la chaleur spécifique au matériau
constituant le corps) est égal en valeur absolue a ce taux. Donc, en écrivant 7'(0) = Tp, le
calcul de T'(t) nécessite la solution de 1’équation différentielle ordinaire

u(t)

T’(t):—mc.

(5.1)

29
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5.1.2 Dynamique des populations

Considérons une population de bactéries dans un environnement confiné dans lequel il ne
peut y avoir plus que B éléments. Supposons qu’a 'instant initial, le nombre de bactéries est
égal a yg << B et que le taux d’accroissement est une constante C' > 0. Dans ce cas, le taux
de changement de la population est proportionnel au nombre de bactéries existantes, sous la
restriction que ce nombre ne peut excéder B. Cela s’exprime par léquation différentielle

Y
y(6)=Cy(1 - L), (52)
ou la solution y = y(t) désigne le nombre de bactéries a l'instant ¢.
Supposons que 2 populations y; et ys soient en compétition. A la place de (5.2), on aura

{ yi(t) = Ciyi(H)(1 — biyr — dayo) (5.3)
y3(t) = Coyr(t)(1 — bayz — divn) '

ol C1,Cs représentent les taux de croissance des deux populations, les coefficients dy, do
définissent les interactions entre les deux especes et by, by sont liés a la quantité de nourriture
disponible.

5.1.3 Le probléeme du pendule

Le mouvement d’un pendule de masse m, suspendu a un point O par un fil non pesant de
longueur ¢, en rotation d’angle 6(¢) autour de O est gouverné par 1’équation

0”(t) = —gsin(0(t))/¢.

L’angle 0(t) est mesuré par rapport a une verticale passant par O. On s’intéresse au mouve-
ment entre I'instant 0 et U'instant 7" > 0.
On se donne des conditions initiales :

6(0) = 7/3, 6'(0) = 0.

5.2 Le probleme de Cauchy

On considere des équations différentielles d’ordre 1 (une équation d’ordre p > 1 peut
toujours étre réduite en un systeme de p équations d’ordre 1). Le cas de systéemes du premier
ordre sera traité plus tard.

Une équation différentielle ordinaire admet en général une infinité de solutions : on connait
le comportement de la dérivée, soit la fonction... & une constante preés. Afin de définir cette
constante, il faut imposer une condition supplémentaire qui décrit la valeur en un point donné
de l'intervalle.

Par exemple, ’équation (5.2) admet une famille de solutions

_ o ()
y(t) = Bm;

avec ¥(t) = exp(Ct+ K), ou K est une constante arbitraire. Si on impose y(0) = 1, on prend

I'unique solution correspondant a la valeur K = In (ﬁ)
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5.2.1 Définition

On considere donc le probléme de Cauchy : trouver y € C1(I) ! satisfaisant

y'(t) = f(ty®), ylto) = yo- (5.4)
On rappelle alors un résultat classique d’analyse :

Proposition 16. Supposons que la fonction f(t,y) soit :

1. continue par rapport a ses 2 arguments

2. Lipschitz-continue par rapport a son second argument, c’est-a-dire qu’il existe une constante
L > 0 telle que

|f(t7y1) - f(t,2/2)’ < L|y1 - y2|1 Vit € I7 V(y1,y2) € R}ﬁ'

Alors la solution y du probléme de Cauchy existe et est unique. Elle sastifait de plus

O —yo= | Firy(r)r (5.5)

to

Si f ne dépend pas de t, on dit que I’équation est autonome.

5.2.2 Problématique des solutions numériques

Malheureusement, des solutions explicites ne sont disponibles que pour certains types tres
spéciaux d’équations différentielles. Dans certains autres cas, la solution n’est disponible que
sous forme implicite. C’est par exemple le cas pour Iéquation ' = (y — t)/(y + t), dont les
solutions satisfont la relation implicite

1
3 In(#* +y?) + arctg(%) =C.

Dans d’autres circonstances, la solution n’est méme pas représentable sous forme implicite,
comme c’est le cas pour ’équation y' = exp(—t2), dont la solution générale ne peut qu’étre
exprimée sous forme de série.

Pour ces raisons, on cherche a approcher la solution de toute famille d’équation différentielle
ordinaire pour laquelle il existe des solutions.

La stratégie commune de toutes ces méthodes consiste a subdiviser l'intervalle I = [to, T], avec
T < 0o, en N}, intervalles de longueur h = (T — tg) /Ny, ; h est appelé le pas de discrétisation.
Ensuite, en chaque noeud t,(0 < n < Np), on cherche une valeur inconnue u,, qui approche
Yn = y(t,). L’ensemble des valeurs {ug = yo, u1,...,un, } est notre solution numérique.

5.2.3 Solution locale

Il se peut que les conditions de régularité données dans la Proposition 16 ne soient vérifiées
que dans un voisinage d’un point considéré. Si f(t,y) est localement Lipschitz en (to,yo) par
rapport a y : il existe L > 0

|f(t7y1) - f(t?/?)‘ S L’yl _y2|5Vt S J - I? v(ylayQ) € 225

1. Continue et Dérivable
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avec X un voisinage de yg de rayon ry et J un voisinage de ty de rayon ry, alors le probleme
de Cauchy admet une unique solution dans un voisinage de tg, de rayon ro satisfaisant

. ry 1
0 < 7o <min(ry, —,

M Z)?
M = sup [f(t,y)|.
Jx3

Cette solution est appelée solution locale.
Notons que si f a une dérivée continue par rapport a y, cette condition est satisfaite, il suffit
de prendre

L = max|0, f(t,y)|.
JxX

Le probleme de Cauchy admet une unique solution globale, si 'on peut prendre J = I et
Y =R, c'est-a-dire, si f est uniformément Lipschitz par rapport & y (et on retrouve le cadre
de la Proposition 16).

5.3 Premiers exemples : les méthodes d’Euler

Une méthode classique, la méthode d’Euler progressive génere la solution numérique ainsi :
Uptl = Up + hfn, n=0,..., N — 1,

ol I'on a utilisé la notation fn = f(tn, un). Cette méthode s’interpréte en prenant Papproxi-
mation y/(t,) ~ M

On définit de maniere similaire la méthode d’Euler rétrograde par

Upt1 = Up + hfpy1, n=0,..., Ny —1,
en prenant cette fois-ci 'approximation y'(t,41) ~ w
Ces deux méthodes sont des exemples de méthodes a un pas : pour calculer la solution au
point t,41, on n’a besoin de connaitre 'information qu’au temps t,. Plus précisément dans
le cas de la méthode d’Euler progressive, on n’a besoin que de u,, pour calculer u,; ; dans le
cas de la méthode d’Euler rétrograde, u,4+1 dépend aussi de lui-méme par l'intermédiaire de
fn+1. Ainsi, on appelle la premiere méthode, méthode d’FEuler explicite, tandis que la deuxieme
s’appelle méthode d’Euler implicite.
Par exemple, la discrétisation de (5.2) par la méthode d’Euler explicite donne

Unt1 = Up + hCup(1 — uy/B),
tandis que pour la méthode d’Euler implicite on doit résoudre 1’équation non linéaire
Unt1 = Up + hCUp+1(1 — upy1/B).

Ainsi, les méthodes implicites sont plus coliteuses, mais nous verrons qu’elles peuvent avoir
de meilleures propriétés de stabilité.
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5.4 Intégration numérique

En intégrant I’équation différentielle (5.4), on obtient

Y(tnt1) — y(tn) z/tn+1 f(t,y(t))dt.

Supposons que f ne dépende pas de la deuxiéme variable. Dans ce cas on se ramene au calcul
d’une intégrale :

t
y(t) = t f(s)ds +y(to).

On va donc présenter ici quelques concepts relatifs a I'intégration numérique. Soient a < b, 2
réels et f : [a,b] — R, une fonction. On cherche & trouver une approximation numérique de

f; f(z)dz.

5.4.1 Principe

Le calcul de fab f(z)dx ne peut parfois pas se faire de maniére exacte. En effet, d’une
part f n’admet pas forcément de primitive connue ; d’autre part, il est possible que f ne soit
connue qu’en certains points, comme cela peut arriver dans le cas de mesures physiques ou de
schémas numériques. L’idée est alors de remplacer f par un polynome qui ’approche ”bien”
et de calculer I'intégrale de ce polynome.

5.4.2 Formule de quadrature

On fait "approximation
b n
/ fla)dx = > w;if(x). (5.6)
@ i=0

La formule de droite est appelée formule de quadrature, qui est donnée par les poids w; et les
points z; pour ¢ =0,...,n.

5.4.3 Intervalle

Connaissant une formule de quadrature sur U'intervalle [—1,1], on en déduit une formule
sur un intervalle [a, b] quelconque : si on fait le changement de variable y = a + (x + 1)1’7?“

b—a

b b—a (! b—a b
[ =50 [ e @0 5= 0 S ste s oty

—a
2

).
Pour la suite, on ne cherchera donc que des formules de quadrature sur l'intervalle [—1, 1].

5.4.4 Formules composites

Lorsque 'on souhaite calculer une intégrale sur un intervalle donné [a,b], on n’utilise
en général pas la formule directement sur 'intervalle [a,b], mais on le découpe en N sous
intervalles (a priori de méme taille, mais ce n’est pas forcé) et on applique la formule sur
chacun des sous intervalles :

b N-1 a4 (i+1)(b—a)/N
/ flx)dz = Z/ N f(x)dz.
a i—0 Yo

+i(b—a)/
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5.4.5 Formules de Newton-Cotes

La formule de Newton-Cotes a n+ 1 points correspond a utiliser la formule de quadrature
avec les points équidistants —1 + 2i/n, i = 0, ..., n, en choisissant les poids w; de telle sorte
que la formule (5.6) soit exacte pour tous les polynémes de degré < n. On obtient alors les
résultats suivants pour les valeurs de n allant de zéro a 9.

)(+ 5f(-1)
$ %fZ%) +3r
Hram+32r(3) O+ 45 F (-1 + 827 (F
e+ B+ Br(BR)+ro+ B (3)+55(F)
D+ AT O+ O+ (FR)+ () + 8 (R)+£15(3)
LD+ g F O+ BT (-2) + 45 F(-3/D+ B~ + BB F (/D + 355 £ G/ + 3557 (2)
R D+ B ) - RO - (F) - () TS () 1M (F) 1 s (B) S s (B)
oo F D+ Zms F O+ BE (S + BB F(5) + i f(3) + 3o (8) + %0 £ (7°)
+ o (%) + 8356 £ (7) + 43588 £ (§)
Les premieres formules s’appellent formules des rectangles (gauche), des trapezes, de Simpson,
Simpson 3/8, Boole. On se rend compte que pour n = 8 et n > 10, il y a des poids négatifs,

et la valeur absolue de ses poids devient de plus en plus grande, ce qui rend les formules
inutilisables & cause des erreurs d’arrondi.

|~ + o

5.4.6 Degré de précision

Définition 17. On dit qu’une formule de quadrature est d’ordre p, si la formule est exacte
pour tous les polynomes de degré < p et n’est plus vraie pour un polynéme de degré p+ 1.

Sous certaines conditions, I’erreur de quadrature s’écrit alors sous la forme

1 P
[ Ha)ia =Y wit@) = Cuf "9, G, 20 (5.7
- i=0
pour une formule de quadrature d’ordre p.

5.4.7 Formules de Gauss

Etant donnée une formule de quadrature a n + 1 points, xq,...,x,, on cherche a avoir
une formule de d’ordre le plus grand possible. Comme on a f_ll [T o(x — z;)?dz # 0, on en
déduit que la formule ne pourra pas étre d’ordre > 2n 4+ 1. D’oli la question, peut-on avoir
une formule de quadrature d’ordre 2n + 17
eLe cas n = 0. On doit avoir f_ll(a: — z9)dx = 0 et donc on en déduit que zp = 0.
eLe cas n = 1. On doit avoir

1 1
/l(x—xo)(x—xl)da::Oet /1x(a:—x0)(x—x1)dx:0.

N . . . 1 .
De la deuxieme équation, on obtient 1 = —x( et on a donc fo 2?dz = a:%, ce qui donne

o= —1/V3et x; = 1/V/3.

eLe cas n = 2. On doit avoir

1
/ ' (x —xzp)(x —x1)(x —22)dr =0 ¢=0,1,2.
~1
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En posant X = zgzrix0et Y =z + 1 + 20, 0ontireducasi=0et i =2 :
(1/3)Y+X =0, (1/5)Y +(1/3)X =0

et donc X =Y =0, on prend alors g = —«,x1 = 0 et z9 = «, I’équation pour i = 1 donne
alors 1/5 — (1/3)a? = 0 et donc a = 1/3/5.

eLe cas n = k. On cherche un polynéme P, = Hfzo(m — x;) de degré k + 1 ayant toutes ses
racines dans l'intervalle [—1, 1] et tel que

1
/ t'Py(t)dt =0, i=0,...,k.
1

Pour cela, on prend Py (t) = (t —ax) Py—1(t) — bp Pr—2(t) et il suffit de trouver ay, et by, tels que
1 1
/ Pu(t)Pyr()dt = 0 et / Py(t)Ps_o(t)dt = 0.
-1 -1

On obtient alors

_ [ P (t)2dt ot by [ 4Py 1 (t) Pya(t)dt
L P ()2 J2) Pea(t)?dt

ag

Il reste alors a voir que toutes les racines sont distinctes et bien dans l'intervalle [-1, 1]. Pour
cela on considere les racines de multiplicité impaire ag, ..., aj. On a alors P, = Qi [[7_o(t—a;)
et Qr est de signe constant sur I'intervalle [-1,1]. Supposons maintenant que j < k, on a
alors fil Qi [Ty (t—a;)?dt = 0, ce qui est impossible. Donc on a bien k+ 1 racines distinctes
de Py, dans l'intervalle [—1,1].

Notons aussi que les poids sont cette fois-ci positifs. En effet, en prenant

b t—x;
G =1] :

)

XT; — XI;

=07
i#]

onal< fil 0i(t)2dt = w;.

5.5 Schémas a un pas explicites
On considere ici des schémas a un pas explicites.

Définition 18. On dit qu’une méthode numérique est a un pas, si pour tout n € N, up4;
ne dépend que de u,. Autrement, on dit que le schéma est une méthode multi-pas (ou & pas
multiples).

Définition 19. Une méthode est dite explicite si la valeur un+1 peut étre calculée directement
a laide des valeurs précédentes ug, k < n (ou d’une partie d’entre elles). Une méthode est
dite implicite, si up+1 n'est défini que par une relation implicite faisant intervenir la fonction

1.
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Le schéma d’Euler explicite
On écrit

tni1
Y(tnt1) —y(tn) = /t f(s,y(s))ds.

On utilise alors la formule des rectangles gauche pour approcher l'intégrale :

/t " (. y(8)ds = hf (b, y(ta).

On retrouve alors le schéma d’Euler explicite précédemment introduit.
Schéma de Runge explicite
Une autre maniere de faire est d’utiliser la formule du point milieu. On a alors

/t " F (s, y(s)ds = hf (b + B/2,y (b + h/2)).

On remarque alors que 'on a besoin d’une approximation de y(t, +h/2) que I'on peut obtenir
justement avec le schéma d’Euler explicite précédent :

Y(tn + h/2) = y(tn) + h/2f (tn, y(tn))-
Le schéma s’écrit alors
k1 = f(tn,un), ko= f(tn+h/2,un+ (h/2)k1), Uny1 = up + hka.
On peut écrire
Ung1 = Up + hd(tn, un, h),  O(tn, un, h) = f(tn + h/2,un + (h)2) f(tn,un))-

Dans le cas ou 'on utilise la formule des trapezes a la place du point milieu, on appelle cette
méthode la méthode de Heun.

Schémas de Runge-Kutta a s étages
Une méthode de Runge-Kutta a s étages est donnée par

kl = f(t’m un)7 k2 = f(tn + CQha Up + haZ,lkl)y ey ks = f(tn + Cshy Uy + h(as,lkl + ... as,s—lks))a
Up+1 = Up + h(blkl =+ ... bsks).

On représente habituellement la méthode par I’écriture matricielle

0]
calag1
Cs|as,1a ceey Qs 51
|b1, ..., bs.
. . i—1 .
Par la suite, on supposera toujours que ¢; = 22:1 a;j pour i =2,...,s.

Cela signifie que I'on a
ki = f(tn + cih,u(tn + cih)) + O(h?).
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La méthode la plus célebre est la méthode de Runge-Kutta d’ordre 4 (RK4) donnée par
I’écriture matricielle

0]
1/2[1/2
1/2(0 1/2
1001
11/6 1/3 1/3 1/6.

Ecriture générale
De maniere générale, on écrit un schéma a un pas sous la forme

ug = Y(to), Unt1 = Un + hd(tn, un, h). (5.8)

¢ est une fonction de RT x R% x Rt & valeurs dans R? et est appelée fonction d’incrément.
L’algorithme sera alors satisfaisant lorsque lerreur e, = |u,, — y(t,)| converge vers 0 pour
n = 0,...,N lorsque le pas de temps h tend vers 0. Pour cela, nous allons introduire plu-
sieurs notions : la consistance et la stabilité qui conduiront ensuite a la convergence de
I’approximation vers la solution exacte.

5.6 Consistance, stabilité et convergence

Pour simplifier les notations, on prendra ¢ty = 0. On utilisera aussi la notation At = h =T /N.
On définit lerreur

en(At) = y(tn) —un, n=0,...,N, At =T/N.
Définition 20. On dit que le schéma est convergent sur l'intervalle [0,T], si l'on a

lim max |[le,(At)]| =0.

N—o00n=0,...,N

Pour p € N, on dit que que le schéma est convergent d’ordre p s’il existe une constante C' ne
dépendant que de f, T et ug tel que

max |le,(At)]| < CAP.
n=0,...,N

Erreur de consistance
En posant y, = y(t,), on a

Yn+1 = Yn + At¢(tn7 Yn, At) + €ént1, N = 07 s 7N - 17

ol €41 est le résidu obtenu au temps ¢,1, lorsque l'on insere la solution exacte au temps ¢,
dans le schéma numérique.
Ecrivons le résidu sous la forme

En+1 = AtTn+1 (At)

La quantité 7,,+1(At) est appelée erreur de troncature locale (ETL) au noeud t,4+1. L’erreur
de troncature globale est alors donnée par

(A0 = | max (0],
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Définition 21. On dit que le schéma est consistant, si l'on a

lim 7(At) =0,
At—0

pour tout t > 0 et toute solution uw. Pour p € N, on dit que que le schéma est consistant
d’ordre p s’il existe une constante C' ne dépendant que de f,T et ug tel que

T(At) < CAPP,
pour tout t > 0 et toute solution u.

Proposition 17. (Caractérisation de la consistance) Si la fonction ¢ € C(R* x R? x
R*,RY) et si
6(t,u,0) = f(t,u), t €[0,T], ueR,

alors le schéma est consistant.

Démonstration. Soit y € C([0,T], R?) la solution exacte de (5.4). On a alors

rusa () = 57 [ 06(5,(5).0) = 9t y(t,), A1),

et donc 7(At) tend vers 0 lorsque At tend vers 0. O

Théoréme 26. (Stabilité+consistance = Convergence)
(consistance) Supposons que le schéma est consistant d’ordre p : il existe une constante
C > 0 dépendant de f,T et yg telle que

T(At) < CAP.

stabilité) Supposons aussi que ¢ est continu et Lipschitzienne par rapport & la variable
tabilité) S ) t 12} t Lipschitzi tal jabl
u € RZ.

llo(t, u, At) — ¢(t, v, At)|| < Tlju — v||, pour tout t >0, At > 0.

Alors la solution est convergente et on a [’estimation
¢ P
len(A0)] < G(exp(Tta) — VAP + leo(Ar) [ exp(Tt), n=0,...,N.
Démonstration. On a

en+1(At) = e (At) + At(P(tn, y(tn), At) — ¢(tn, un, At) + Tr1(Al)),

et donc
lens1(AD)|| < |len(At)||(1 + TAL) + CAPTL,

On a alors

. CAP CAP
e (AD] + Z5 < (14 TAY(len(AD] + 1),
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On va maintenant voir a quelles conditions une méthode a un pas est d’ordre p. Une
méthode a un pas étant définie par la formule

Tpt1 = Tp + h®(ty, xn, h),
I’erreur locale pour une méthode a un pas est
ent1 = T(tps1, Tn, h) — x(ty, Tn, h) — h®(t,, zp, h).
Si on suppose que ® et f sont de classe CP, alors comme x vérifie 2’ = f(t,x) x est de classe

CP*l et en écrivant un développement de Taylor de t + z(t,z,,h) et de h = ®(t,, Ty, h),
I’erreur devient

dx h? dPx
En+1 = ha(tn, Ty, h) —+ -+ Eﬁ(tn, Tpy, h)
.

— h(®(tn, 2n, 0) + - + (tn, Tn,0)) + O(hPT1).

(p—1)! OhP—1

D’autre part, comme fli—f(t) = f(t,xz(t)),ona f%’f(t) = fl=1(t, 2(t)), ot Pon note fUl(t, z(t)) =
% f(t,z(t)). Avec cette notation, en identifiant les termes de méme puissance en h,,, on en

déduit la proposition suivante.

Proposition 18. Une méthode a un pas caractérisée par la fonction ® est d’ordre au moins
€gal a p si et seulement si

Fe 1 ,
ohi1 Efb U(tn,2n), pour 1 <j<p.

Corollaire 10. Une méthode a un pas caractérisée par la fonction ® est d’ordre au moins
€gal a 1 si et seulement st

é(tnax’l’mo) = f(tn7$n)

Démonstration. On applique la proposition précédente avec p = 1. O

On en déduit immédiatement que la méthode d’Euler est d’ordre 1 et que la méthode
d’Euler est la seule méthode & un pas et a un étage d’ordre 1.

Corollaire 11. Une méthode a un pas caractérisée par la fonction ® est d’ordre au moins
€gal a 2 si et seulement si

- %[({Lf(tn,xn) + do f (s ) (f by ) |

q)(tnawmo) = f(tmxn)a et aj(tmxnao) ot

Oh

Démonstration. On applique la proposition précédente avec p = 2. Dans ce cas

FU0(0, ) = & 7t 2(0) = T 2(0) + daf 1,2 () = T

ou d:vf(ta x)(y) - Z?:l yj[?Tfj(t? x) O

(t, (1) +dao f (2, 2(t))(f (8, 2()),
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Constructions de méthode de Runge-Kutta d’ordre 2. La fonction @ pour une
méthode a s étages est définie par

O(tn, 2y h) = biki + - - + bsky
= blf(tm -%'n) + -+ bsf(tn + csh, zy, + h(as,1f<tn; «Tn) +---+ as,s—lf(tm xn)))

Donc
(I)(tn’xna 0) = (bl + -+ bs)f(tnyxn)-

La condition d’ordre 1 entraine donc que by + --- 4+ bg = 1. Pour l'ordre 2, il faut également
calculer g—;l;(tn,xn,()). Or on a

8@
8h tn,azn, Zb tnyxna )a

= Z b; [Cia(tn + c;h,x, + h(ai71k1 + -+ ai,i—lki—l))
i—1
+dy f(tn + cih,xn + h(aiihkt + -+ aii—1ki—1))(aikr + .. agi—1ki—1) |

Or, on a pour tout i, k;i(t,, zn,0) = f(tn,xn) et 23;11 a; ; = ¢;. Il en résulte que

2(111) tmxm Z b; Cz[ tnaxn) +d f(tm l‘n)(f(tnaxn))} :

Et donc en utilisant la condition d’ordre 2

BL of

1
a, tna @0 0) = [8t

(tns Tn) + do f(tn, xn)(f(tmxn))}
il vient Zle bic; = %

On peut vérifier que les conditions d’ordre 2 sont vérifiées pour les méthodes de Runge et
d’Euler amélioriée. Pour la premiere méthode, on a co = %, b1 =0 et b = 1. On a donc bien
b1 +by =1 et bicg + bacy = % Pour la deuxieéme méthode, on a co =1, by = % et by = % On
a donc également by + by = 1 et bici + bocy = %

Notons que si on se restreint aux méthodes a deux étages d’ordre 2. Le seul terme de A
non nul est ag; qui est forcément égal a co et ¢; est toujours nul. Les seules inconnues de la

méthode de Runge-Kutta sont donc by, by et ¢; qui vérifient les relations

b1 +by=1
1
b262:§

Ainsi pour avoir une méthode de Runge-Kutta a deux étages d’ordre 2, on peut choisir co = 6
non nul quelconque, puis il en découle by = 2—19 et by =1— 2—19 Le tableau de Butcher pour
une méthode d’ordre 2 a 2 étages générale s’écrit donc

[1-

Sy
o
£
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Remarque 5. On peut faire les mémes calculs pour obtenir des ordres plus élévés, mais il
deviennent de plus en plus compliqués. En ajoutant plus d’étages, on obtient plus de degrés de
liberté pour atteindre un ordre donné. Mais plus il y a d’étages, plus il faut faire d’évaluations
de fonctions et donc plus la méthode est couteuse. Le nombre minimal d’étages pour atteindre
lordre p est p et il existe des méthodes de Runge-Kutta d’ordre p a p étages seulement pour
p < 4. C’est la raison pour laquelle la méthode a un pas la plus utilisée en pratique est la
méthode d’ordre J qui est souvent appelée méthode de Runge-Kutta (ou RKJ) et qui a le
tableau de Butcher suivant.

0
1)1
112 4
210 3
110 0 1
T 11
6 3 3 6

5.7 Schémas implicites

Le schéma d’Euler implicite
On écrit a nouveau

Y(tnt1) — y(tn) = /t " f(s,y(s))ds.

On utilise cette fois-ci la formule des rectangles a droite pour approcher 'intégrale :

tna1
/t F(5.9(8)ds = ALf (b, y(tnir))-

On retrouve alors le schéma d’Euler implicite
uop =y(0), Upt1 = up + Atf(tnt1,Uny1), n=0,...,N—1.
Lemme 7. Soit g : R* = R? une fonction satisfaisant

2
lg(2) = gl < Lllz — yll, pout tout (z,y) € (R)”,

avec un nombre 0 < L < 1, alors g admet un unique point fize, i.e., il existe un unique ¢ € R?
tel que g(f) = £.

Théoréme 27. Si f : RT x R* — R? est une fonction continue et Lipschitzienne en x € RY,
. . . d\2
i.e., il existe L > 0 tel que pour tout (x,y) € (R )

1f(t,2) = f(ty)|| < Lllz —yl],
alors il existe une unique solution un4+1 satisfaisant

Unt1 = Un + ALf(tng1, Uns),
deés lors que le pas de temps vérifie At < 1/L.

Le schéma de Crank-Nicolson
On utilise cette fois-ci la méthode des trapeézes

At
Up+1 = Up + T(f(tna Un) + f(tns1, Unt1))-
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Méthodes de Runge Kutta implicites
On reprend la notation matricielle, mais cette fois-ci, on admet d’avoir plus de coeflicients

Cl|a1,1, <., Q18

C2|¢12,1, <., 028

Colas 1, .., ass
by, ..., bs.

Méthodes de Runge Kutta semi-implicites
Un compromis est de n’avoir que s équations non linéaires indépendantes a résoudre en
considérant

cilai

calazi, az 2

Csls 1,05
|b1, ..., bs.

5.8 Stabilité absolue

On peut se demander quel est 'intérét d’utiliser des méthodes implicites, sachant que leur
résolution est plus difficile. On considere ici le probleme test

Yy () =Xy(t), y(0)=1, (5.9)
dont la solution explicite est donnée par y(t) = exp(At).
Définition 22. Une méthode approchant le probléeme (5.9) est absolument stable si
|lun|| = 0, lorsque t, — co. (5.10)
La région de stabilité est alors définie par
A={z=nh\:(5.10) est vérifiée}.

Enfin une méthode est dite A-stable ou inconditionnellement stable si pour tout A tel que

R(A) <0 ona (5.10).

On remarque que les méthodes implicites d’Euler et de Crank Nicholson sont A-stables,
alors que les méthodes explicites ne sont pas A-stables. De maniére générale, les méthodes
explicites ne sont pas A-stables; cela justifie donc l'utilisation de méthodes implicites. Par
contre, certaines méthodes implicites peuvent étre instables ou seulement conditionnellement
stables (i.e. stables mais non A-stables).

5.9 Meéthodes multi-pas
Définition 23. Une méthode a k pas est une méthode qui s’écrit sous la forme

QpUjyk + Qg 1Ujip—1 + . oouj = h(Befjin +--+ Bofi), ar #0,

ot l'on a posé f; = f(t;,u;). Si B, =0, la méthode est explicite et implicite sinon.
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Pour définir les méthodes a pas multiples, on utilise des formules d’intégration numérique, de
différentiation ou d’interpolation (cf Exercices).
Schéma saute-mouton (leap-frog)

Unt1 = Up—1 + 2Atf(tn, up).

Méthode de Simpson

At

Upt+1 = Up—1 + ?(f(tTLfl? unfl) + 4f(tn> un) + f(thrb unJrl))-

Schéma d’ordre 2 d’Adams-Bashforth

At
Upt+l = Up—1 + 7(3.]0(7571,7 un) - f(tn—ly Un—l))-

Schémas prédicteur-correcteur
Supposons ug et u; donnés. On peut alors prédire par une formule explicite une premiere
approximation u,o9, n=1,...,N —1,

At
Un+41,0 = Un + 7(3f(tna Un) - f(tn—laun—l))-

2
On effectue ensuite K étapes de correction
At
?(f(tn) un) + f(tn+1; un-‘rl,k))?

avec k = 0,..., K, le nombre d’itérations K est choisi suffisament grand pour que la suite
Up+1,% De varie plus beaucoup par rapport a k.

Up+1,k+1 = Un +

5.10 Méthodes multi-pas (complément)

On va dans cette section construire des méthodes numériques qui calculent ’approximation
Zn+1 €en fonction des approximations en plusieurs temps différents et pas seulement de x,.
Ces méthodes sont plus anciennes que les méthodes de Runge-Kutta. Elles ont été introduites
par Adams dans les années 1850.

5.10.1 Méthode d’Adams explicite

On se donne une subdivision tg < t; < --- <ty = ty de l'intervalle de temps sur lequel
on veut résoudre I’équation différentielle. Comme pour les méthodes a un pas, on commence
par intégrer I’équation entre ¢,, et t,11, ce qui donne

#ltnr1) = 2(tn) + /t b () dt.

Pour une méthode a k pas, on introduit alors py_1(t) le polynéme d’interpolation de La-
grange de degré k — 1 aux points (tn—k+1, f(tn—k+1, Tn-t+1)),- -+, (tn, f(tn, Tn)) et on rem-
place f(t,x(t)) dans l'intégrale par ce polynéme d’interpolation py_1(t). La méthode d’Adams
explicite consiste donc a définir

tn+1
Tp4l = Ty + / pr—1(t) dt.
tn
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Exemples

1. Méthode d’Adams explicite & un pas.
Dans ce cas po(t) est le polynéme d’interpolation de degré 0 de (¢,,z,) qui vaut
po(t) = f(tn,zn). La méthode d’Adams explicite & un pas s’écrit donc

T+l = Tp + (thrl - tn)f(tna ZEn)v

ce qui correspond a la méthode d’Euler explicite.

2. Méthode d’Adams explicite & deux pas. On définit dans ce cas le polynome de degré 1
p1(t) tel que p1(tn—1) = f(tn—1,Tn—1) et p1(tn) = f(tn,zy). On obtient alors

th — 1 t—tn-1
— (=1, 2p—1) + —
tn _tn—lf( b 1) tn — th—1

pl(t) = f(tnvxn)'

En intégrant on obtient la méthode d’Adams explicite & deux pas

(tn-i—l - tn)2

(tn+1 - tn—l)Q 1
2ty —tp—1)

2t —t) 2l tn)) ).

Tp4+1 = Tn — f(tn—lyxn—l) + (

Dans le cas d’un pas constant h cette méthode devient

Tpil = Tn + g(3f(tn7$n) - f(tn—lyxn—l))-

3. Méthode d’Adams explicite a trois pas. Dans le cas d’un pas h constant cette méthode
s’écrit

h
Tptl = Tp + 5(23]0(757” wn) - 16f(tn—17 xn—l) + 5f(tn—27 xn—Q))-

Notons qu’il faut une technique différente pour initialiser une méthode multi-pas, qui est une
récurrence portant sur plusieurs termes alors qu’on n’a qu’une condition initiale.

5.10.2 Méthode d’Adams implicite

Dans la méthode d’Adams explicite on utilise le polynéome d’interpolation hors de I’in-
tervale [t,_k11,tn] sur lequel il est construit, ce qui peut entrainer des erreurs importantes.
D’ou I'idée pour améliorer la méthode de définir le polyndéme d’interpolation pi_1 également
a partir de la valeur encore inconnue z,41. Ainsi on définit py_1(¢) comme étant le polynéme

d’interpolation de degré k aux points (tp—k+1, f(tn—k+1, Tnkt+1))s- - -» (nt1, f(Ent1, Tnt1))-
On obtient dans ce cas pour un pas h constant

1. Méthode d’Adams implicite & un pas

Tp+1 = T + hf(tn—f—la xn+1)-

C’est la méthode d’Euler implicite.
2. Méthode d’Adams implicite & deux pas

h
Tp+l = Tp + §(f(tn+1’xn+1) + f(tn,Tn))-
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3. Méthode d’Adams implicite & trois pas

h
Tptl = Ty + E(5f(tn+la mn+1) + 8f(tn> mn) - f(tnfla xnfl))-

L’inconvénient de la méthode d’Adams implicite (et des méthodes implicites en général) est
que la formule donnant x,4; dépend de f(tp+1,%n+1). Elle s’écrit sous la forme

Tn+l = )\n + hﬁf(tn—i-l; xn+1)' (511)

L’inconnue x,+1 est donc la solution d’une équation fonctionnelle non linéaire dans le cas
général qu’on doit résoudre par une méthode de type Newton.

5.10.3 Meéthode prédicteur correcteur

Plutot que de résoudre directement 1’équation fonctionnelle (5.11) a laquelle on abou-
tit dans la méthode d’Adams implicite, on préfere souvent utiliser des méthodes du type
prédicteur-correcteur qui consistent a prédire une valeur de z,11 par une méthode explicite,
puis & corriger une ou plusieurs fois cette valeur en utilisant la formule (5.11) ou I'on met la
valeur prédite dans le membre de droite.
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