Exercice 1

On considere le systeme linéaire Ax

X1 2
X2 ,b = —2
X3 6

1. Montrer que A est inversible
A est inversible si, et seulement si, det A # 0
det A = 14 # 0 donc A inversible

4. La méthode de Jacobi converge-t-elle ?
Une méthode itérative de la forme x (k1) = Bx(¥) +¢ est dites convergente si HBk H — 0

2 -1 . . _
0 Dans la méthode de Jacobi: B =D '(E+F)avecA= D —( E + _F
= b avec A = 1T =3 1 X = ~ ~— S~
-1 1 -3 diagonal  triang.inf.  triang. sup.
[B*|| < IBI*etBl < ||D7"|| IE + FII
Comme on est dans un espace a dimension finie, toute les normes sont équivalentes, Si la méthode est convergente selon
une norme elle I’est selon toutes. Prenons || A || = sup |a;j|

Dl = et|E+F||=1
= Bl < 3 = ||B*]| <
. La méthode de Gauf3-Seidel converge-t-elle ?
Une méthode itérative de la forme x(k*1)
si HBkH — 0 Dans la méthode de Gauf3-Seidel : B

1

3% 0 donc la méthode est convergente.

Bx(®) + ¢ est dites convergente
(D — E)fl F avec A

2. Appliquer la méthode de Jacobi, en prenant x(°) = 0, on donnera les deux premiéres D ( E + F ) - -
itérations. ~~ v ~~
5 . diagonal triang. inf.  triang. sup.
Méthode de Jacobi gk : g g sup ]
Initialisafi ©) donng |B¥|| < uBI*etliBl < || (D —E)" || IFI.
nitialisation : x onne Comme on est dans un espace a dimension finie, toute les normes sont équivalentes, Si la méthode est convergente selon
Itération : Xi(k+1) _ % o Zj;éi 211 Xj(k) une norme elle I’est selon toutes. Prenons || A || = sup |a;j|
i i [E=B)7"| = $etFi=1
Itération 0 :
<0 — o S Bl + = ||Bk|| < z]—k — 0 donc la méthode est convergente.
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3. Appliquer la méthode de Gauf3-Seidel, en prenant x(0) = 0, on donnera les deux pre- 2 -3 1
mieres itérations. o 7 L3 L3 =20 =302
Meéthode de Gauf3-Seidel 2 -3 1
T . 2 La matrice triangulaire supérieure qu’on obtient est notre matrice U = o -1 =2
Initialisation : x(°) donné & P 1 ( o o 2 >
Ttération : X_(k+1 ) = L _ Z i al, _(k) La mfltrice t\riangulaire inférieure L est obtenue par les opérations qu’on a fait sur les lignes. Les éléments diagonaux sont
i Qi j#L a7 tous égauxa 1
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x(2)_ b _ 921, (2)_ @33 (1) _ 1 . . . . £
2,2 a2l s T2 Si tout les mineurs principaux de A sont non nuls alors A admet une décompo-
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On regarde les mineurs principaux de B



—Cl1750

aq b] _
- k]CL] k]b]—] - (11#0

— det B # 0 qui est vrai car on suppose B inversible

Donc si B est inversible alors il suffit que a; # O pour que B admette une décomposition LU

(b) B admet une décomposition LU, si tout ses coefficients sont entiers alors ceux de
L et de U aussi

J’ai rien vu d’astucieux donc je Iai fait bourrin ...

a; by c1
kia kiby —1 C2
kzaz b3 C3

aq b] Cq
0 —1 c2—kicy Lo, — L, —kiLy

kzaz b3 C3
aj b [
o - c2 ke L3 ¢ L3 — koL — (kaby —b3)Lz
0 0 c3—kacy + (bs —kabi)(c2 —kic2)
La matrice triangulaire supérieure qu’on obtient est notre matrice u =
aj b [
0 —1 C2 — k]C]
0 0 c3—kzcti + (bs —kzby)(ec2 —kiez)

La matrice triangulaire inférieure L est obtenue par les opérations qu’on a fait sur les lignes. Les éléments diagonaux
sont tous égaux a 1

1 0 0
L= k1 1 0
k2 kaby —bz 1

Les coefficients de L et de U sont obtenus par addition ou multiplication de coefficient de B, Si les éléments de B

sont entiers alors ceux de L et U le sont également

Exercice 3

Flemme de tout réécrire la ... plus tard (énoncé dispo)
(P) { y'(x) = fl,yx)  xeloal
" yl0) =yo=

Yir1= Yk + arhf (xi, yid)
(Pz) : yk+§: yk""OCZhf (Xk+%)yk+%)
Yrs1= Y + (f(xk>yk) + 3f (Xk + zTh)ykJr%))

(o, ) € R?

1. Montrer que y, solution de (P), est de classe c3

(Corollaire du) Théoreme de Cauchy-Lipschitz : Si f est une fonction de classe CP, les
solutions sont de classe CP*!

fec?doncy € C?

remarque : Mon chargé de TD m’a vivement conseillé de le faire tour a tour (faut voir si c’est nécessaire) :

fec® sy ec®=yec!

fec) = ¢ ¢cl® :>IJHEC0:>yEC2

fec 5 f"ec® 3y ec®=syec?

2. Montrer que (P2) est une méthode a un pas et donner l'expression de ¢ : [0, a] x R x
0,h*] -5 R
Une méthodeestalpassi:Vn e N yni1 =yn +hd(xn,yn,h)

Ici h est constant

4.

1
Y1 =Y tho f(xi,yx) + 3f Xkt =5 Yniz
—
ytoohf | xe+%, Yirl
———
yrH+aghf(xg,uk)
¢ (x,yx,h)

d(x,y,h) = F (f(Xk»yk] + 3f (Xk + 22,y + xzhf (Xk + 2,y + ahf (styk))))

. Montrer que la méthode est consistante

Une méthode est dites consistante si ¢(x,y,0) = f(x,y)
b(x,1,0) = TF(x, ) + 306 y) = f(x,y)

QED

Montre que la méthode est stable. Que peut-on en déduire ?

Pour qu’une méthode soit stable il suffit que ¢ soit lipschitzienne en espace (selon y)

On a que f lipschitzienne en espace, notons k sont rapport de Lipschitz : ||f(x,y) — f(x, z)|| < k|ly — z||

Montrons que ¢ est alors également lipschitzienne en espace :

[ (xy) — dlx,2)[| =

T (f(x,y) — f(x,z) + 3f (x+ 2y + xphf (x+ Ly+ ahf (x,y)))) —3f (x+ 2z + aphf (x+ Loz4+

Hf(X,y]7f(X,Z]H+3Hf(X+ Z?h,ywtoczhf (x+]§‘,y+¢x1hf{x,y))) ff(er ZTh,ercxzhf (er Lozt

NN —

Ry =zl +3 [y —zaan (f(x+ Sy +oanfxy)) = f (x+ hy roanf i) |
SOct3) fy —zl+3lealn || (F(x+ 5y +anfoy)) = (x+ 5y +arhf(x2)||
< (k+3)|ly—z||+3lxz2lh|ly —z + x1 hf(x,y) — f(x, z)]|

< (k+3+3\062\h+\061 Otz\hzk) lly —zl|

Donc ¢ est bien lipshitzienne en espace.

N

Donc la méthode est stable.
Stabilité et consistance entraine la convergence

On en déduit qu’elle est convergente

. Pour quelles valeurs de «; et o, la méthode (P;) est-elle précise a 'ordre 27 3?

Dans la pratique on fait un DL de ¢ a I’ordre p, et une méthode est d’au moins p si les
termes du DL sont nuls

Flemme ... Coming soon



