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Documents et appareils électroniques interdits.
Partie I - Analyse numérigue matricielle
Exercice 1 Soit N € N*. On considére le systéme suivant
iy t+4z;+xipr =1, i=2,..., N-1

et
dr1 +20=1, zn_1 +4zy = 1.

1. On prend N = 3.

l.a. La matrice correspondant au systéme est-elle inversible ?

L.b. Résoudre le systéme.

1.c. Donner la factorisation LU de la matrice correspondante (si elle existe).
1.d. Donner la factorisation de Choleski de la matrice correspondante (si
elle existe).

2. Cette fois-ci N > 3 est quelconque.

2.a. La matrice correspondant au systéme est-elle inversible ?

2.b. Donner la factorisation LU de la matrice correspondante (si elle existe).
2.c. Donner la factorisation de Cholesky de la matrice correspondante (si
elle existe).

Exercice 2 On considére la matrice d’ordre 3 suivante

4 -1 0
A= -1 4 -1
0 -1 4

1. Etudier la convergence des méthodes de Jacobi et de Gauss-Seidel pour
cette matrice.

2. Vérifier que p(Bgs) = p*(By), ou Bgs et By sont respectivement les
matrices d’itération associées & la méthode de Gauss-Seidel et de Jacobi.
Quelle est la méthode avec la convergence la plus rapide ?

Partie II - Analyse numérique des équations différenticlles

Soit a > 0 et yo € IR. On considére le probleéme de Cauchy suivant :

y'(x) = f(CE,y(.’L‘)), 1116[0,(1]
Sl ){ y(0) = 1o

ou f : [0,a] x IR — IR est une fonction lipschitzienne par rapport & sa
seconde variable, uniformément par rapport & sa premiére variable (i.e.




M >0, Y(z,y,2) € [0,0] x R x R, |f(z,y) — f(z,2)] < Mly - 2|. On
considére une partition uniforme de Vintervalle [0, a] donnée par les points
zy =kh, h = £, k€ {0,...,N}, et on note par y; une approximation de la
solution y du probléme (P) au point zy.

Exercice 3 Question de cours On considére une méthode & un pas, donnée
par une fonction ¢, du probléme (P). Donner la définition de la consistance
avec (P) de cette méthode a un pas, de méme quune condition nécessaire et
suffisante de la consistance. On introduira toutes les notations nécessaires.

Exercice 4 Dans cet exercice, on suppose que a =1, A € IR, f (z,y) = Ay
etyo=1.

1. Donner dans ce cas la solution ezacte du probléme (P).

2. En appliquant la méthode d’Euler, que ’on écrira, montrer que

A n
et = lim (1 + —) .
n—-4-00 n

3. On considere le schéma numérique suivant pour approcher la solution
du probléme (P) :

Yeel = Ukt o1h f(zx, yx)
(P1)q Yk+2 = Y+ oohf <l‘k + aah, yk+%)
Yer1 = Yp+hf (ka + asgh, yk+§)
(a) Montrer que la méthode (P1) est une méthode & un pas et donner

Vezpression de la fonction ¢ : [0,1] x IR x [0, h*] — IR qui définit
cette méthode dans le cas général (en utilisant f(x,y) = \y).

(b) Pour quelles valeurs de oy et ay le schéma (Py) est-il d’ordre 2 %

(c) Montrer que cette méthode est stable. Que peut-on en déduire ?




