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Analyse numérique matricielle
Exercice 1.
1. Donner la définition du conditionnement dune matrice.

2. On note ||.||2 la norme euclidienne sur B2 el sa norme subordonnnée, notée de la méme
maniere. On considére les deux matrices suivantes :

k] - 0% 0
A=(o 10"6) = M_( 0 10—'4)'

(a) Calculer ||A]l2, ||6A]]2 et conda (A), puis donner une estimation de -

‘-l_— , avec T

2
solution du systéme linéaire Az = b el x4+ dx solution du systeme linéaire (A -+ 54}z
dx) = b {on suppose que b est connu).

1 i -
(b) On pose D = ( 0 125 ) Calculer DA et DoA. Calculer ||[DA||2, ||DdA]]z et
conds (2 A), puis donner une nouvelle estimation de %

(c) In justifiant votre réponse, que peul-on en conclure 7

Exercice 2. On considere la matrice

1o
A i D
Fe ]

1. Montrer que la matrice A est inversible.

2. Montrer que 'on peut appliquer la décomposition LU & la malrice A.  Effectuer cette
décomposition.

3. Peut-on effectuer la décomposition de Cholesky de cette matrice 7 Justifier la réponse.

4. Résoudre le systeme Az = b avec b = t(‘l,O, 1) en utilisant la décomposition LU trouvée
ci-dessus.



Analyse numérique des équations différentielles

Soit @ > 0 et yg € R. On considére le probleme de Cauchy suivant :

. i = fHeale)h selial
U'}{ y(0) = w

ol f: [0, a] x B — R est une fonction lipschitzienie par rapport a sa seconde variable, nnilormément,
par rapport a sa premiere variable (i.e. IM > 0, ¥(z,y,2) € [0,a] x R x R, |f(z,y) — flw, =)
M|y — z|. On considére une partition uniforme de Uintervalle [0, ] donmée par les points x, = kb,
h= %, ke€{0,...,N}, et on note par y;, une approximation de la solution y du probleme (P) au
point ..

=

Exercice 3.Question de cours

On considere une méthode & un pas, donnée par une fonction ¢, du probleme (F). Donner
la définition de la consistance avec (P) de cette méthode 4 un pas, de méme qu'une condition
nécessaire et suffisante de la consistance. On introduira toutes les notations nécessaires.

Exercice 4. Dans cet exercice, on suppose que a = 1, A € B, f(x.y) = Ay et Yo = 1.
1. Donner dans ce cas la solution exacte du probleme (P).

2. En appliquant la méthode d’Euler explicite, que 'on écrira, montrer que

)\ T
e* = lim (1 | —) -
TI—r+o0 ; T

3. On considere le schéma numérique suivant pour approcher la solution du probléme (P) :

Ykii = Yk +oahf(ze, )
(P4 ey = unt oS (o + e ueny)
Yewl = Uk At (J?k + ash, yy %)

(a) Montrer que la méthode (Py) est une méthode & un pas et donner Uexpression de la
fonction ¢ : [0,1] x R x [0,2*] — R qui définit cette méthode dans le cas général (sans
utiliser [(z.y) = Ay).

{(b) Pour quelles valeurs de a; et as le schéma (P;) est-il d’ordre 2 7

(¢) Montrer que cetle méthode est stable. Que peut-on en déduire 7

(d) On se place maintenant dans le cas olt f{a,4) = Ay. On pose a; = l et as = 1. On
pose h = Ah.

i. Déterminer la fonction p: B — R telle que yio1 = p(h)ys.
ii. Déterminer la fonction g: R — R telle que y(zr41) = g(h)y(ze).
iii. On suppose qu'il existe k € N tel que y(z,) = yy. En déduire que

Y(@pt1) — yrr1 = O(A?).

(on considerera un développement en série entiere de g en 0). Interpréter ce résultat
par rapport a l'ordre du schéma.



