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Analyse numérique
Session de Rattrapage

Les documents et appareils électroniques sont interdits.
Durée 1h45.

Analyse numérique matricielle

Exercice 1. On considére la matrice A suivante :

1 3 -1
A= 1 3 4
-1 2 -3

1. Que se passe-t-il lorsqu’on essaie d’effectuer la décomposition LU de la matrice A ?

2. Déterminer la matrice P telle que

1 3 -1
B=PA=| -1 2 -3
1 3 4

3. Effectuer la décomposition LU de la matrice B.

4. Vérifier que I'on peut décomposer la matrie B en décomposition LU, puis, en utilisant cette
décomposition, résoudre le systéme suivant :

z + 3y — z = -2

r + 3y + 42 = 3

-z + 2y — 3z = -7
Exercice 2. Soit aeRet A=| a 2 «

a 2

1. Pour quelles valeurs de a la matrice A est-elle définie positive ?

2. Enoncer le théoréme de convergence des méthodes itératives.




3. Donner la valeur de la matrice d’itération J de la méthode de Jacobi. Pour quelles valeurs
de o la méthode de Jacobi converge-t-elle 7

4. Donner la valeur de la matrice d’itération £; de la méthode de Gauss-Seidel. Pour quelles
valeurs de a la méthode de Gauss-Seidel converge-t-elle 7

5. Donner, en fonction de a, la valeur de la vitesse de convergence asymptotique de chacune de
ces deux méthodes.

Analyse numérique des équations différentielles

On utilisera les notations suivantes dans les exercices 1, 2 et 3.
Soit @ > 0 et yo € R. On considére le probleme de Cauchy suivant :

p[ V@) = f@=y@), ze0a
Py v
y(0) = %o

ot f : [0,a] xR — R est une fonction lipschitzienne par rapport A sa seconde variable, uniformément
par rapport & sa premidre variable (i.e. IM > 0, V(z,y,2) € [0,a] X R X R, |f(z,y) — f(z,2)] <
M|y — z|. On consideére une partition uniforme de l'intervalle [0, a] donnée par les points xx = kh,
h=4£,ke{0,...,N}, et on note par y; une approximation de la solution y du probleme (P) au
point xx. On suppose aussi que h < 1.

Exercice 3.Question de cours
On considére une méthode 3 un pas, donnée par une fonction ¢, du probléme (P). Donner la
définition de 'ordre de cette méthode & un pas. On introduira toutes les notations nécessaires.

Exercice 4. On considere le probléme (P) et on se fixe quatre nombres réels ai, az, by et by
quelconques, c € [0, 1], et la fonction ¢ suivante :

¢(x’ Y, h) = blf(za y) + b2f(z + Chay*)
y* = y+h(af(z,y)+aeaf(z+chy?)).

L’approximation y; est, dans cette exercice, donnée par la méthode & un pas définie par la fonction
¢.

1. Pour quelles valeurs de (a1, a2, b1, b2) la méthode a un pas est-elle explicite ?

2. Pour quelles valeurs de (a1, az, b1, by) retrouve-t-on la méthode d’Euler explicite ? La méthode
d’Euler implicite ? J <

3. On suppose que az = 0.
(a) Ecrire le schéma obtenu.
(b) Le schéma est-il stable ? Justifier votre réponse.

(c) Pour quelles valeurs de (ay, b1, bz, ¢) le schéma est-il consistant ?
(d) Pour quelles valeurs de (a1, by, b2, ¢) le schéma est-il d’ordre 2 7

4. On revient au cas général (ay quelconque). Cette méthode est de type Runge-Kutta. En
donner la représentation matricielle.



