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OPTIMISATION SANS CONTRAINTES



Introduction

1. Problème

Soient f:D ——> R définie sur D ⊆ R” et Xç D. On se pose le problème: minimiser

f(x), x ∈ X . Résoudre ce problème consiste soit à montrer que min{f (x): x ∈ X} n'existe pas,

soit à trouver x* ex tel que f(x*)=min{f(x): xeX} (c'est—à—dire f(x*)Sf(x) VxeX),

x* est appelé solution du problème tandis qu'un élément de X quelconque est appelé solution

réalisable ou admissible. f est appelée fonction objectif.

On définit les mêmes notions pour maximiser. On peut remarquer qu'un problème du type

maximiser peut se ramener à un problème du type minimiser de la manière suivante: minimiser

-f puis prendre l'opposé du minimum (s‘il existe).

exemples:

— minimiser ex , x ≤ 0 n'a pas de solution.

- maximiser ex , x ≤ 0 admet x*=0 pour solution.

- minimiser x , x > 0 n'a pas de solution.

- minimiser x , x ≥ 0 admet x*=0 pour solution.

Si X=D (on minimisef sur son ensemble de définition) le problème est dit sans contraintes.

exemples:

− minimiser x12 + ∍⊂≣ ,(x1,x2) ∈ R2. Ici D = R2

— minimiser L0g(x),x > 0. Ici D = ]0,+oo[

Si XiD le problème est dit sous contraintes.

exemples:

- minimiser xl2 + xâ sous la contrainte x1 +x2 ≥ 1. Ici X : {(x1,x2) ∈ R2: x1 + x2 21}

- minimiser L0g(x) sous la contrainte x ≥ ↕∙ Ici X : [1,+oo[

2. infimum, minimum

Si le problème a une solution x* alors inf{f(x): xeX}=min{f(x): xeX}=f(x*). Par

contre, il se peut que l'infimum existe mais que le problème n'ait pas de solution. Par exemple

inf {ex : x ≤ 0}=O mais le problème de minimisation correspondant n'a pas de solution, de même

inf{x : x > O} = 0 (cf. les exemples 1 et 3).

On dispose des théorèmes suivants qui permettent d'affirmer l'existence de minimum dans

certains cas précis.

Théorème du maximum

Sifcontinue, si X compact alors min{f(x): x ∈ X} et max{f(x): x ∈ X} existent.

Corollaire (fonction coercive)

Sifcontinue et ∥ ∐∐↕↧↥ f(x) : +oo, si X: R” alors min{f(x): x ∈ X} existe.

x—>+oo



3. Notations

Dans la suite on adoptera les notations suivantes:

- x ∙ y = ∑≦↕∶↕ ∍∁≵⋅⊃∣⇂⋅ est le produit scalaire des vecteurs x et y .

1/2

- llxll = «fx ∙ x = ↸∑⋛⇂∶↕ x?) est la norme du vecteur x. .

- B(x* ,r) = {lelx — x*

- Etant donnée une matrice A, At désigne sa transposée.

  
< r} désigne la boule ouverte de centre x ∗ et de rayon r.



Résultats généraux sur les extrema d'une fonction

1. Rappels

1.1. Développement d'une fonction numérique

1.1.1. Formule de Ta lor ordre 2

f:Dg R" −≻ R, de classe C2 sur l'ouvert D, x*,x ∈ D tels que [x*,x] ⊂ D, Èlz ∈ ]x)k ,x[ tel que

f(x) ⋮∫≀≺⊋⊏∗≻⊹∇∫≺∍∊∗≻∙≺⊋∊−≖⊏∗≻⊹⋛↻⊏−⊋∊∗≻∙ Hf<z><x—x*>

 

 

 

 

 

Æ ∂∅∫ ∂⊋∫∁
8x1 (.) Bxlâxl (.) Bxlô‘xn ()

où Vf(.)= ⋮ ,Hf(.)= ⋮ ⋮

Bf (.) azf () azf ()

âxn âxnâxl ' ∂∍⊂⊓∂⊋⊂∥ ⋅

1. 1.2. Autre formulation

Pour tout x ∈ B(x* , r) ⊆ D

⊋∊≼∝−∝∗⋝
  

∫↻∁≻∶∫↻∊∗≻⊹∇∫≺∝∗≻∙≺⊋∊−⊋⊂∗≻⊹⋛↻∊∙⊋⊂∗≻∙∫↿∫∁↻∊∗≻↻⊏−⊋⊏∗≻⊹∥⊋∊−⊋∊∗

où 8 est une fonction telle que lim 8(h) = 0

h—>0

1.2. Matrice réelle symétrique et forme quadratique

1.2.1. Définition

Soit A matrice carrée d'ordre n, réelle, symétrique et QA (y)=y. Ay la forme quadratique _

associée, A et QA sont dites:

- semi—définie positive (resp. négative) ssi QA (y) ≥ O (resp. SO) Vy ∈ R”

— définie positive (resp. négative) ssi QA ( y) > O (resp. <0) Vy ≠ 0 ∈ R”

— indéfinie ssi Ely,z ∈ R” tels que QA (y) > 0 et QA (z) < 0

exemple: A = (_11 _1), QA(y) = 3112 +4yâ —2y1y2 = (y1 —y2)2 +3yâ est strictement positif

V(y1 , yz) ≠ (0,0). A et QA sont donc définies positives.

1.2.2. critères pour reconnaître une matrice définie, semi définie positive ou négative:

1.2.2.1. les valeurs propres

— A est semi-définie positive (resp. négative) ssi toutes ses valeurs propres sont ≥⊙ (resp. SO)

- A est définie positive (resp. négative) ssi toutes ses valeurs propres sont >0 (resp. <0)

— A est indéfinie ssi elle admet une valeur propre >0 et une valeur propre <O



exemple: les valeurs propres de A=(_11 _41) sont les racines du polynôme caractéristique

  det(A — M) = (1 — À)(4 — À) —1 soit 21 = ≶⊹⋛∕⊟ et Àz = ⋮⋝−⋛∕↕⋚⋅ 21 et 22 sont strictement

positives et donc A est définie positive.

1.2.2.2. les mineurs principaux

 

 

6111 (112 aln

_ a 6122 a a a _

Si A: 1.2 . . 2" alors A1=a11,A2 : 11 12 ,...,An =det(A) sont les mineurs

⋅ 6112 “22

aln a2n ann

principaux de A.

- A est définie positive ssi Ak > 0 k = 1,...,n

—A est définie négative ssi (—1)k Ak > 0 k =1,...,n

- si Ak > 0 k=1,...,n —1etAn = 0 alorsA est semi-définie positive

- si (—1)k Ak > 0 k =1,...,n —1etAn : 0 alorsA est semi-définie négative

— si ∆∥ < () et si n est pair alors A est indéfinie

exemple: A = (_11 _41), ∆↕ ∶ 1,A2 : 3. A est donc définie positive.

1.2.2.3. décomposition en carrés de formes linéairement indépendantes

Il existe n réels ai et n formes linéaires li linéairement indépendantes tels que

QA @) = fiat-(uw
'=l

— A est semi-définie positive (resp. négative) ssi ai ≥ O Vi (resp. SO)

— A est définie positive (resp. négative) ssi ai > 0 Vi (resp. <0)

—A est indéfinie ssi Elai > 0, Elaj <O

La méthode de Gauss donne une expression de QA en somme de carrés de formes indépendantes.

⋮ ⊥(l âQA(y)

a… 2 ∂⊃↗↕

indépendante de YI- On pose 11 (y) : 3%}… qui est bien linéaire.

]

a ⊥∂≶⊇∧↭ i 82m) ∖

an(Z By] )(2 ayz +QÜ’) OU q(y) est une

forme quadratique indépendante de yl et de h- Dans cette dernière expression on peut faire

 

2

Si ∊↧∐≠∅⇎ on a QA(y) ) +q(y) où q(y) est une forme quadratique

 

 
 Sl a11=a22=0 et a12i0, On a QA(y)=

 
 

  

 
 
 

apparaître la différence de deux carrés et on a

2 2

−⊥ aQAÜ’) aQA(Y)) _(âQA(Y) _ aQA(Y))

QA(y)“8au(( ay] + ay. ay. 3Y2 ”… 0“ PO”

_ âQA(y) ÜQAO) _ aQAU) _ ÛQAÜ) ⋅ ⋅ ⋅ , . . ↗
Il (y) − ay] + âyz et 12 (y) − âyl âyz qu1 sont bien linéaires et mdependantes.

En utilisant ces formules on peut de proche en proche décomposer QA en une combinaison

linéaire de carrés de formes linéaires linéairement indépendantes.



l —l

exemple: A=(_1 ), QA(Y)=Y12+4YË—ZY1Y2-

au = 1 ≠ 0 et la méthode de Gauss donne QA (y) = (Yi — yz )2 + 332%.

a22 = 4 ≠ O et si on applique la méthode de Gauss en commençant par la variable y2 on obtient

2 2

QAty)=%(—y1+4y2) +%y1-

La décomposition n’est donc pas unique mais dans les deux cas on constate bien que les

coefficients 05,- sont strictement positifs et que la forme est donc définie positive.

2. Définitions des différents types d'extremum

f:Dç R” → R, x* ED, on dit quefadmet en x* un:

- minimum global sur D ssi f(x* ) ≤ f(x) Vx ∈ D. Si l'inégalité est stricte pour x=x* on dit que

le minimum est strict.

− minimum local ssi EIB(x* , s) tel quef(x* ) ≤ f(x) Vx ∈ D ∩ B(x* , €). Si l‘inégalité est stricte

pour x=x* on dit que le minimum est strict.

On définit de manière analogue maximum global, global strict, local, local strict.

x* est dit point critique si Vf(x* ) = 0.

remarque: x* minimum global => x* minimum local (de même pour maximum)

La réciproque est vraie dans certains cas particuliers, par exemple f convexe (concave pour

maximum). Le cas des fonctions convexes sera étudié dans un chapître ultérieur.

3. Conditions d'optimalité

Les conditions qui suivent sont établies pour des minima. Remarquant que tout x* maximum def

est minimum de -f, on déduit facilement les conditions pour les maxima.

3 . 1 . conditions nécessaires d'optimalité

3.1.1. conditions du 1er ordre

f: D ⊆ R” —> R de classe C1 sur D ouvert, si x* ∈ D est un minimum local (a fortiori global) de

falors Vf(x* ) = 0

3.1.2. conditions du 2ème ordre

f: D ⊆ R" ——> R de classe C2 sur D ouvert, si x* ∈ D est un minimum local (a fortiori global) de

f alors Hf(x* ) est semi—définie positive.

3 .2. conditions suffisantes d'optimalité

3.2. 1 . optimalité locale

szg R" —> R de classe C2 sur D ouvert, si x* ∈ D est un point critique (Vf(x* ) = 0) et si

Hf(x ) est défime pos1t1ve alors x* est un minimum local strict.



. . . * , . . . . ∖ ⋅ , . . . .

remarque: Si on relache la condition Hf(x ) définie pos1t1ve a semi—définie pos1t1ve alors x*

. . . ,
∗

n'est pas forcement un minimum. Cons1derer par exemple f(x) = x3 et x = 0

3 . 2. 2. optimalité globale

szg R” —> R de classe C2 sur D ouvert, si x* ∈ D est un point critique (Vf(x* ) = 0) et si

Vz ∈ D Hf(z) est semi-définie positive (resp. définie positive) alors x* est un minimum global

(resp. global strict).

remarque: la condition Vz ∈ D Hf(z) est semi—définie positive est équivalente à f convexe sur

D. Le cas particulier des fonctions convexes sera abordé dans un chapître ultérieur.

4. Points selle

szç R” —> R de classe C2 sur D ouvert, si x* ∈ D est un point critique (Vf(x* ) = O) et si

Hf(x* ) est indéfini alors Eld1,d2 tels que f(x* + tdl ) admet un minimum local strict en t=0 et

f(x* + td2) admet un maximum local strict en t=0. On dit que x* est un point selle.

5. Démarche pour trouver les extremums

- recherche des points critiques

- pour chaque point critique x*,

. * , . . . . , . . . . .

— s1 Hf(x ) est def1n1 pos1t1f (resp. negat1f) x* est un minimum (resp. max1mum) local strict.

- si Hf(x*) est indéfini x* n'est pas un extremum.

. * . , . . . . , . . .

- 51 Hf(x ) est semi—def1n1 pos1t1f (resp. negat1f) alors on ne peut pas conclure et 11 faut fa1re

une étude locale plus précise éventuellement avec un développement de Taylor à un ordre

supérieur.

exemples:

− f(x)=(x2—l)3, xeR

2

De l'équation f’(x) : 6x(x2 — 1) = 0, on déduit les 3 points critiques 0, 1, —l .

f”(O) = 6 > 0 le hessien au point 0 est défini positif donc 0 est un minimum local.

f"(l) = f”(—1) = 0 les hessiens aux points 1 et -1 sont semi—définis positifs donc on ne peut pas

conclure. Une étude plus fine de f autour de ces points (voir le graphe) montre que ce ne sont

pas des minima.

On remarque que f est coercive donc elle possède un minimum global qui ne peut être que le

point 0.

- f(x1 ,x2 ) = x? — 12x1x2 + 8xâ , (x1,x2) ∈ R2

f admet 2 points critiques (0,0) et (2,1).

Hf(0, O) est indéfini donc (0,0) n'est pas un extremum.

Hf(2, l) est défini positif donc (2,1) est un minimum local strict.

Par contre f n'admet pas de minimum global puisque lim f(x1,0)= —oo.

x1—>—°°

remarque: la recherche des extremum globaux est plus difficile. L'obtention simple des minimas

globaux, par exemple, exige des conditions fortes surf telles que convexité, coercivité.



(X**2—l) **3

 



 
x**3—12*x*y+8*y**3



Fonctions convexes

1. Ensembles convexes

1.1. Définition

CçR”, C est dit convexe ssi Vx,yeC,VÀe[0,1], (l—Â.)x+ÀyeC i.e. [x,y]çC , où

déf.

[x,y] ={(1—À)x+Ày:ÂE[O,1]}.

Par convention ∅ est convexe.

Remarque: Vx, y ∈ C l’application fxy:[0,1] —> C définie par fxy(Â.) = x + My — x) est continue

et par conséquent convexité est un cas particulier de connexité par arcs où fxy est affine.

1 .2 . Combinaison convexe

1.2.1. Définition

Soient un entier le, x,- ∈ R” i=1,2,...,p, on appelle combinaison convexe de x1,x2,…,xp

l'élément de la forme ∑⋛∍∶↕∣↾⇂⇂⋅⊋⊏⇂⋅ où ∑⋛↗∶↕∣↧⇂⋅ =1, Â,- ≥⊙ i=1,...,p

Exemple: tout point de [x, y] est une combinaison convexe de x et y (p=2 dans ce cas).

1.2.2. propriété

Soit CgR", C est convexe ssi il est stable par combinaison convexe de ses éléments i.e.

zP=1Âixi EC, Vle entier, in EC, ∀∕↧≵⋅ ≥⊖ i=1,...,p tels que ∑⋛∍∶↕↗↝⋮⋅ =].

2. Fonctions convexes

2 . 1 . Définition et propriétés

2.1 . 1 . Définition

Soit ∫∶∁⊆∄≀⊔−−≻∣≳ , C convexe, on dit que f est convexe ssi Vx,yeC,V/1 e[0,1],

f((l—Â)x+Ày)S(1—Â)f(x)+Àf(y).

On dit quef est strictement convexe ssi l'inégalité est stricte pour xiy et À ∈ ]O,1[.

On dit quef est concave (resp. strictement) ssi -f est convexe (resp. strictement).

Cette définition revient à changer le sens de l'inégalité dans la précédente définition.

exemple: la norme est une fonction convexe car "(1— À)x + Àyll ≤ (1 — À)||x|| + Âl|y|| VÀ ∈ [0,1]

2.1.2. Propriétés d‘équivalence

Les 3 propriétés suivantes sont équivalentes:

— f convexe

- f( ↨⋅⊔∶↕↗↩≵⋅∍⊂⋮⋅⋝≤ ip=1Âif(xi),V/1i20i=1,…,p telsque2f=1Âi=1

def

— Epifest convexe où Epif : {(x, oc) ∈ ∁≻≺ R:f(x) ≤ a}



2.1.3. Proposition

Si f est strictement convexe et si Âi > 0 i= l,..., p, ∑⋛∍∶↕↗↜≵⋅ =l (Ài positifs strictement) alors on

a l'égalité f( lil/11x1- ) = f=12if(xi ) ssi les xi sont égaux 2 à 2 (i.e. x1=x2=…=xp).

2.1.4. Propriétés de stabilité

- Si f1, f2,..., fk sont des fonctions convexes définies sur un même convexe C et si 051 , 052 , . .., ak

sont des réels positifs alors 051 fl + 06sz +...+akfk est convexe. De plus si l'une des fi est

strictement convexe alors 061 fl + 062 f2 +. . . +ock fk est strictement convexe.

- Si f : C ⊆ R” —> R est convexe (resp. strictement convexe) et si g: f (C) ⊆ R −≻ R est convexe

et croissante (resp. strictement croissante) alors g 0 f est convexe (resp. strictement convexe).

2

exemple: f(x) : eux" x ∈ R” est convexe (décomposer en 3 fonctions).

2.2. Caractérisation des fonctions convexes différentiables

2.2.1. Caractérisation au 1er ordre

— szçR” —>R de classe C1 sur C ouvert et convexe, f est convexe ssi

f(y)2f(x)+Vf(x)0(y—x) Vx,yeC.f est strictement convexe ssi l'inégalité est stricte

quand xiy.

L'interprétation géométrique de ce théorème est qu'une fonction convexe est toujours au-dessus

de ses plans tangents.

- f: ∁⊆ R” −≻ R de classe C1 sur C ouvert et convexe, f est convexe ssi

(Vf ( y) — Vf(x)) ∙ (y — x) ≥ 0 Vx, y ∈ C. f est strictement convexe ssi l‘inégalité est stricte quand

xiy.

Dans le cas d'une fonction à une variable, ce théorème signifie que le gradient (la dérivée dans ce

cas) d‘une fonction convexe est non décroissant.

2.2.2. Caractérisation au 2ème ordre

f: C ⊆ R" —-> R de classe C2 sur C ouvert et convexe, f est convexe ssi Hf(x) est semi-défini

positif Vx ∈ C.

exemple: f(xl ,x2 , x3 ) : 2x12 + xâ + xâ + 2x2x3 est convexe.

remarque: si Hf(x) est défini positif Vx ∈ C alors f est strictement convexe. Par contre la

réciproque est fausse. Considérer par exemple f(x) = x4 (x ∈ R). f est strictement convexe et

son hessien 12x2 n‘est pas défini positif en x=0.



3. Minimisation d'une fonction convexe

3.1. Propriété des minima locaux

Soit f: C ⊆ R" —> R convexe, C convexe, alors tout minimum local def est minimum global def

sur C. Si f est strictement convexe et s‘il existe un minimum local alors celui—ci est l'unique

minimum global de f sur C.

3.2. Conditions nécessaires et suffisantes d'optimalité

f: C ⊆ R” —> R de classe C1 sur C ouvert et convexe, x* ∈ C est minimum global de f ssi x* est

un point critique (Vf(x* ) = 0).

4. Application de la convexité.

4 . 1 . L'inégalité arithmétique-géométrique (AG)

Soient xi,ôi i=1,. ,m des réels positifs (strictement) tels que ∑≦↗∙↕−∙↕∂⇂⋅∶↕ alors

∑−↕ ô… _H_1xiô‘ (AG). Ily aégalité dans AG ssi xl =x2—_ ..=xm.

Exemple: n=2, 51: 52—− 2…{x1x/x2<_ 2x1+l2x2 (x1>0,x2 >0)

Inégalité que l'on peut, dans ce cas, retrouver par: 0 ≤ ↸↷∣⇗⊂↕ − «le )201‘1 l'égalité est vérifiée ssi

xl : 362.

4.2. Programmation géométrique sans contraintes

4.2. 1. définitions

g:(R+* )” —> R est dit un posinôme si g(x) = ∑⋣⋅∶↕ ui (x) où u,- (x)= c,- H" , c,- > 0, ai]-
1:1ij

réels quelconques.

exemple: g(x1,x2)=x1 +2—2

x

1

Un programme géométrique consiste en le problème (noté PG) suivant:

minimiser un posinôme g(x) sous les contraintes x,- > 0 i = 1, . ..,n

Le dual d'un programme géométrique consiste en le problème (noté DPG) suivant:

5i>0 i=1,...,m (1)

≺⋝⇂⋅

maximiser v(ô ) : Hiîl {0—1} sous les contraintes ∑⋯↕∂ =] (2)

5i

Ei=1alijôi =0 j=1,...,ïl (3)

4.2.2. Relations entre un programe géométrique et son dual

théorème de dualité:

Vx >0 et V5 vérifiant (1), (2), (3), g(x)2 v(ô).
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théorème:

ui(x*) _ .

z=l,...,m est une solut1on de DPG et

ÆXÛ

 

Si PG a une solution x* alors ∂⋤⊧∶

V(5*)=g(X*)-

Exemples:

- minimiser x1 + 4 x—â + ⊥ sous les contraintes xl > 0, x2 > 0

x1 x2

. 52 − 53 = 0
Les contraintes du dual sont:

61 + 52 + 63 =l

51>0,52 >Û,ô3 >0

l ∗ ∗ 1

dont l'uni ue solution est ∂∗ ∶ —, 5 = 5 = —
q 1 2 2 3 4

En utilisant g(x* ) : v(ô* ) = 4 et les relations du type ui (x* ) = ôîg(x*) i= 1,2,3, on déduit

la solution xÎ : 2, x; = 1.

On pourrait retrouver cette solution en cherchant simplement les points critiques de la fonction à

minimiser mais il resterait à montrer que c'est bien un minimum global, ce qui est plus délicat.

. . . x .

— rmmmlser x] + Z—Ê sous les contraintes xl > 0, x2 > 0

x
l

51 — 252 = O

. 52 = 0
Les contramtes du dual sont:

51 + 52 =]

61 > 0, 52 > 0

Le dual n'a pas de solution et donc le problème n‘a pas de solution (s'il en avait une, on saurait

calculer une solution pour le dual).

ll



 
x1+4*x2/(x1**2)+1/x2



 
x1+2*X2/(X1**2)



Méthodes itératives pour l'optimisation sans contraintes

On considère dans ce chapitre le problème: minimiser f(x), x ∈ R”

1. Méthode des coordonnées

1 . 1 . méthode

On suppose ici f de classe C1.

A chaque itération, on minimisef selon une variable, les autres étant maintenues fixées.

Soit un point initial ∍∁≺∘≻≖ on pose k=0, on fait:

1)

- choisir une coordonnée ou s'arrêter. Soit i l'indice de la coordonnée choisie.

. . . . * .

— mlnimiser f(xfk),...,xi,x(k) xs”) selon xi. Sort xi la solutlon obtenue.
⇂⋅⊹↥∍⋅∙∙≖

− construire le point x(k+1) = (xfk),...,xî,xÉÏÏ,...,xflk)).

— k=k+l

alleren l.

Les façons de choisir la coordonnée selon laquelle on minimisef , sont multiples:

- choix circulaire: l,2,...,n,l,2,...

- aller—retour de 1 vers n puis de n vers l.

- choix de la coordonnée correspondant à la composante du gradient Vf(x(k)) la plus grande (en

valeur absolue). C'est la méthode de Gauss-Southwell. Si la composante trouvée est de valeur

nulle, on s'arrête (on est en un point critique).

L'intérêt des deux premieres méthodes est qu'elles dispensent de la connaissance du gradient au

point courant.

1.2. Propriétés de convergence dans le cas quadratique

S1 f(x) = —x ∙ Ax — b ∙ x ou A est symetr1que, def1n1e pos1t1ve, s01t x* l'unique mlnimum de f

2

(il existe, il est donné par x* = A_1b), soit E(x) :déf f(x) — f(x*). Si on applique la méthode

 
 de Gauss-Southwell alors E(x(k+1))SE(x(k)){1— 11îmi") où Âmax. Âmin sont

”_ max

respectivement la plus grande et la plus petite valeur propre de A.

2. Méthode de plus forte pente (ou de Cauchy)

2.1. Rappels sur la dérivée directionnelle

Soit f numérique définie sur un voisinage V d'un point a, soit u un vecteur de norme l, on

déf + Â —

appelle f’(a;u) : lim…

À—>O

la dérivée def au point a dans la direction u .

Sifest différentiable en a alors f’(a;u) = Vf(a) ∙ u.
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Dans ce cas supposons Vf(a)$0, alors le problème, minimiser

Vf(a)

llVfta)ll

 

f’(a;u) sous la contrainte ||u|| =1 , a pour solution u* = —

Vf(a)

llVf(a)ll

partant du point a). C'est sur cette constatation que se fonde la méthode de plus forte pente.

 

Ce résultat montre que u*=— est la direction de plus forte décroissance de f (en

2 .2 . méthode

On suppose maintenantfde classe C1.

à partir d'un point xœ) on construit la suite de points suivante:

x(k+1) = x(k) — t(k)Vf(x(k)) (kZO)

de'

où t(k) minimise çok (t) :ff(x(k) — tVf(x(k) )) avec t> 0

La suite s'arrête dès que Vf(x(k) ) = 0

2.3. Quelques caractéristiques de la méthode

Les déplacements dans la méthode de plus forte pente sont orthogonaux c‘est-à-dire pour tout

triplet de points consécutifs x(k) ,x(k+1) ,x(k+2) on a (XUCH) — x(k) ) ∙ (x(k+2) — x(k+1) ) = 0 .

La suite ( f(x(k) )) est décroissante (strictement).

2.4. Propriétés de convergence

2.4.1. Convergence globale

Si f est coercive i.e. lim f(x) : +oo, il existe une sous—suite de (xœ) convergente. De plus

IIXIl—>+°°

toute sous-suite de (x(k) ) convergente, converge vers un point critique de f.

Si f est coercive et strictement convexe, alors la suite (xac) ) converge vers l'unique minimum de

f.

2.4.2. Cas guadratigue

Sl f(x) : îx ∙ Ax — b ∙ x où A est symétrique, déf1n1e pos1t1ve, son x* l‘unlque minimum de f

(il existe, il est donné par x*=A_1b), soit E(x)=déff(x)—f(x*) alors

13



∣⋮⇁≼∝≺∣⊂⊹↕≻⋝≤ ⊡≼∝≺∣∊≻≽≺−∅⊻≞−−≞↨⋢ (… À
2

(Àmax + Àmin )

plus petite valeur propre de A.

max, Âmin sont respectivement la plus grande et la

Remarques:

Â… — Â - . ∙
−M<] et on retrouve donc le fa1t que la méthode converge vers x* (f est coercwe

Àmax −⊦ min

et strictement convexe). La méthode converge d‘autant plus vite que Àmax et Àmin sont proches:

si Âmin=Àmax alors la méthode de plus forte pente trouve le rnimimum de f en une itération i.e.

x… = x * et ceci Vxœ).

— La méthode de Cauchy converge plus vite que la méthode de Gauss—Southwell (voir méthode

des coordonnées) car on a les inégalités suivantes:

Àmax − ∣↧↑⋯∎∥ 2 Àmax − Âmin 2 Âmin 2 Âmin ] Âmin

Âmax +Àmin Àmax Âmax Âmax ”_1 Âmax

3. Méthodes des directions conjuguées

 
 

  

3.1. méthode des directions conjuguées

3. l . l . Directions conjuguées

Définition: soit A une matrice symétrique, deux vecteurs non nuls d(0) et ci… sont conjugués par

rapport à A ssi dm) ∙ Ad… = 0.

Si A est symétrique et définie positive, si dm), d(1),..., dUÔ sont conjugués 2 à 2 par rapport à A

alors dm), d(1),..., d(k) forment une famille libre.

3.1.2. méthode

La méthode s'applique à la recherche du minimum de q(x)=lx0Ax+box où A est

2

symétrique et définie positive.

Soient dm), d(1),..., d(”'1) conjugués 2 à 2 par rapport à A, à partir d‘un point x(0) on construit

les 11 points x(k) suivants:

⊃⊂≺∣≺⊹↕⋟ ∶ ⊋∊≺∣≺≽ + ∕↴≺∣⋖⋟⊿≺∣≺≻ (k=O,1,…,n-l)

où ÂU‘) minimise q(x(k) + Âd(k)) (Â… quelconque)

q étant quadratique ÀUÇ) s'exprime simplement par:

_ (k) ∙ dac)

.
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3.1.3. théorème des directions conjuguées

g(k) cd… =O k=l,...,n, i=0,...,k—l où g(k) : Vq(x(k)) et x<k> calculé par la méthode

des directions conjuguées.

On en déduit que g…) = O et donc que x…) minimise q(x).

3.2. méthode du gradient conjugué

Elle construit au fur et à mesure des directions conjuguées par rapport à A.

à partir d'un point x…) et de dm) = —g(0) on fait:

Âuc) ∶M
(10€) ∙ Ad(k)

⊃⊂≺∣∊⊹↕⊃ ⋮ ⊋∊≼∣∊≻ + NM“) (k=0,1,…,n—l)

50€) g<k+1> . AdUc)

dac) ∙ ∧≴↨≺∣⊂≻

du…) ⋮ _g<k+1> ⊹ ∣∃≺∣≺≻≴∄≺∣∊≻

Le choix de ÀUÇ) est tel que 2.0“) minimise q(x(k) + Àd(k)) (À quelconque)

Le choix de 506) est tel que d(k+1) ∙ Ad(k) =O.

d(k+1) et du“) sont donc conjuguées. Il s'avère que (:'(/(+1) et dc) (i=0,…,k-l) sont aussi

conjuguées. Donc la méthode donne l'optimum en n itérations (d‘après le théorème des directions

conjuguées).

3.3. généralisation à une fonction quelconque

Il y a 2 possibilités pour adapter la méthode des gradients conjugués à une fonctionf quelconque:

— l'approximation quadratique où à chaque itération f est approximée par son développement au

second ordre.

- la descente linéaire où à chaque itération l'on recherche effectivement le minimum dans la

direction d(k) courante. Si de plus on utilise une expression de Bac) en fonction du gradient, la

méthode présente l'avantage de n'utiliser que les dérivées premières de f (elle évite le calcul

∥⊰≼∣≂≁↕⋟∥≆
coûteux du Hessien en chaque point). L'expression utilisée est 50€) —

 qui est déduite du

∥⊰≺∣⊽⋟∥⊋
cas quadratique.

Pour assurer la convergence de la méthode, il est nécessaire de réinitialiser toutes les n itérations

la direction de déplacement par l'opposé du gradient courant (comme à l'initialisation).
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méthode de l'approximation quadratique:

l) à partir d'un point xœ) et de dm) = —g(0), k=0, on fait:

2)

k kÀUC): —g()°d()

d(k) 0Hf(x(k) )d(k)

x(k+1) :xuc) ⊹ ↗↘≺∣⊂≻↙↿≺∣≺≻

g(k+1) ∙ Hf(x(k) )d(k)

d(k) ∙ Hf(x(k) )d(k)

d(k+1) ∶ _g(k+1) +fl(k)d(k)

fluo ⋮

si k+l=n alors x(0) =x(”) aller en 1, sinon k=k+l aller en 2

(k) g(k) ∙ 6100

Dans la méthode de descente linéaire, la ligne À _ est remplacée par

_ d(k) ∙ Hf(x(k) )d(k)

À(k)minin1isef(x(k) +Àd(k)) (À quelconque), l'expression de 50“) est remplacée par

2

∥≣≺∣∘≁↕⋟∥(k)—_

↙⋝ − au“∥↙⊰↗

4. Méthode de Newton

On suppose maintenantfde classe C2.

A chaque itération de la méthode, on approxime f par son expression en fonction des 2 premiers

termes du développement de Taylor:

fk (x) : f(x(k) ) + Vf(x(k) )(x — x(k) ) + %(x — x(k) ) ∙ Hf(x(k) )(x — x(k))

et on recherche le point critique de cette approximation fk (x) qui sera le point suivant:

x<k+1> =x(k) _ Hf(x(k))_1 Vf(x(k)).

Si Hf(x(k)) est définie positive et si Vf(x(k) )iO alors —Hf(x(k) )_1 Vf(x(k)) est une direction

suivant laquelle f décroît (direction de descente).

Il y a des variantes possibles de la méthode:

—1

- x(k+1) : x(k) — À(k)Hf(x(k)) Vf(x(k)) où 2.0“) (de signe quelconque) minimisefdans la

direction —Hf(x(k))—1Vf(x(k)).
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—1

xU‘H)=x(k)—Â(k)(Hf(x(k))+8(k)I) Vf(x(k)) où 80€) est choisi de sorte que

(Hf(x(k))+£(k)l) soit définie positive et où À(k)20 minimise f dans la direction

—(Hf(x(k))+£(k)l)_1Vf(x(k)).

L'inconvénient majeur de la méthode de Newton et de ses variantes est le calcul du Hessien.

5. Méthodes quasi-Newtoniennes

5.1. équation de la sécante

On approxime l'inverse du Hessien par une matrice SUCH) qui vérifie l‘équation

x<k+1> — x(k) : S(k+1)(Vf(x(k+1))— Vf(x(k) )) issue du développement de Taylor à l’ordre 1 de

Vf(x).

Les desiderata sont: SUCH) symétrique (comme l'inverse du Hessien) et simple à mettre à jour.

L'idéal serait qu‘elle soit définie positive pour fournir des directions de descente de f.

notations:

de'f

- soient a et b 2 vecteurs colonne, on note a ® 1) = abt le produit tensoriel de a et b . Le résultat

est une matrice.

déf de’f
d(k) ∶ x(k+1) _x(k) le déplacement et 3,06) : Vf(x(k+1))—Vf(x(k)) la variation du

gradient.

5.2. correction de rang 1

On utilise la mise à jour suivante: S(k+1) = SU“) + a(k)a(k) ® aw

Pour satisfaire l‘équation de la sécante, il suffit de prendre:

(k) _ (k) (k) (k) (k) _ 1
a — d -— S y et a __

yk ∙ (dac) _ S<k>y<k>)

Le problème de cette mise à jour est l'éventuelle division par 0. Cependant dans le cas où f est

quadratique, si il n'y a pas de division par 0, l'inverse du hessien est atteint en n itérations.
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méthode:

soit un point xm), S(O) = I (initialisation)

x<k+1) = x(k) — À(k)S(k)Vf(x(k)) où ÂUÇ) (de signe quelconque) minimise f dans la direction

_ S(k)vf(x(k))

(030€) _ S(k)y(k) ) ⊗ (dUC) _ S(k)y(k))

SGH-1) ⋮ ⊧⋝⇁≼∣∁≽

+ yk .(d(k) _S<k>y<k))

k=k+l et réitérer.

5.3. correction de rang 2

5.3.1. méthode DFP

On utilise la mise àjour suivante: S(k+1) = 50€) + a(k)a(k) ® 6106) + B(k)b(k) ® b(k)

Pour satisfaire l'équation de la sécante, il suffit de prendre:

(k) _ (k) (k) _ (k) (k) (k) − 1 (k) _ 1
a —d ,la —S y eta __,fl ___

yrk) . dac) y<k> ∙ Suoyuc)

Ces formules présentent les propriétés suivantes:

Si SU“) est définie positive, si xU‘) n'est pas un point critique et si

x<k+1> : x(k) — À(k)S(k)Vf(x(k)) où Â…(k) minimise f(x(k) — ÀS(k)Vf(x(k) )), ft > 0 alors:

- les dénominateurs ne sont pas nuls

- S (ICH) est définie positive

Dans le cas oùf est quadratique (hessien constant A défini positif) les directions de déplacements

sont conjuguées 2 à 2 par rapport à A et S(") : A_1, ceci VSŒ) définie positive. Ce qui entraine

que le minimum est trouvé en au plus n itérations.

méthode:

soit un point xœ) , Sm) : I (initialisation)

)t(/(+1) = x<k> — Â(k)S(k)Vf(x(k)) où ÂUÇ) (positif) minimisefdans la direction — S(k)Vf(x(k))

Srk+1> ⋮ Sac) ⊹ dac) ⊗ dac) _ Sanyo) @ S<k>y<k)

yac) ∙ dac) yac) ∙ S<k>y<k>

k=k+l et réitérer.

5.3.2. méthode BFGS

On peut, à la place d'approximer l’inverse du hessien, approximer le hessien. Les matrices

d'approximation doivent satisfaire l'équation de la sécante (cette fois inversée):
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D<k+1> (x(k+1) _ x(k) ) ⋮ Vf(x<k+1> ) _ Vf(x(k)) ≺⇨ D<k+1) dac) ⋮ y<k>

y(k), d(k) jouent un rôle symétrique par rapport à la méthode DFP. Donc la formule de mise à

jour est:

D<k+1> ⋮ DU“) ⊹ yac) ⊗ y(k> D<k>d<k) @ D<k>d<k>

yuo .dUc) − dac) ∙ D<k>d<k>

Si l'on prend l‘inverse de chaque côté en appliquant 2 fois la formule de Sherman-Morrison

− − _] _] . ∙ ∖ ⋅ ⋅ ∙

(A+a®b) ↕ =A l—Alfir, on obt1ent la formule de mlse a Jour suivante, approx1mant
a

l'inverse du hessien:

S(k+1)= Sac) +[1+ yac) ∙ S<k)y<k) ] dac) ® dac) dac) @ S(k)y(k) ⊹ Suoyuc) ⊗ dac)

y<k> . dac) yac) ∙ dac) − yac) ∙ dac)

Cette formule est la base de la méthode BFGS.

L'expérience montre que cette méthode est moins sensible aux imprécisions de calcul (lors de la

minimisation unidirectionnelle de j) que DFP. Les calculs approchés dans DFP, font que S(k+1)

n'est pas toujours définie positive.
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Proiection, séparation

1. Projection

1.1. Définition

Soient ∁⊆ R”, x ∈ R”, x* ∈ Ctel que Hx — x*
  

: inf{l|x — y“: y ∈ C}, x* est appelé projection de

x sur C.

x*, s'il existe, est le point de C le plus proche de x. Par exemple, si x est dans C, x*=x.

1.2. Projection sur un convexe

1.2.1. Caractérisation

Soient ∁⊆ R”, x ∈ R”, x* ∈ C, x* est projection de x sur C ssi (x* —— x) ∙ (x* — y) ≤ 0 Vy ∈ C.

. . . ∖ ∙
∗ ∗

La caractérlsatlon s‘mterprete en dlsant que les vecteurs (x — x ) et ( y — x ) forment un angle

∗ ∗

y—x

 

   
obtus oz. Rappelons que: (x — x* ). (y — x* ) = cos aHx — x

  

. Voir figure 1.

x

x*

figure 1

Dans le cas particulier d'un sous-espace L de R" (un sous-espace est convexe), en prenant

* . * , . . * .

y = z + x puis y = —z + x , on retrouve la caracter1sat10n connue: (x — x) ∙ z = O Vz ∈ L. Vorr

la figure 2.

X*

0

figure 2

1.2.2. Unicité

La projection sur un convexe, si elle existe, est unique. Cela découle, directement de la

caractérisation.

1.2.3. Existence

La projection sur un fermé de R" existe. Pour le démontrer, on se ramène à un problème de

minimisation sur un compact.
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2. Séparation

2.1. Demi-espaces

Dans R" , soit un hyperplan H={x:p°x=0£}p?‘—'0, on note H+={x:pox2a} et

H“ ={x:p ∙ x ≤ a}. On appelle H+,H_ des demi-espaces.

2 . 2 . Différentes séparations

Soient S], 82 ⊆ R”, non vides, et H: {xzp ∙ x = a} p ≠ 0 un hyperplan,

- H sépare largement S1, S2 ssi Vx1e 81 ,Vx2 ∈ SZ, p ∙ x12 oc ≥ p ∙ x2

— H sépare proprement S1, S2 ssi H sépare largement S1, S2 et si S1, S2 ne sont pas dans H

- H sépare strictement S1, S2 ssi Vxl ∈ S1 ,Vx2 ∈ 52 , p ∙ x] > a > p ∙ x2

-H sépare fortement S1, S2 ssi 38 >0,Vx1 ∈↳⋝↿↕≯∀∍⊂∑ eS2,pox12 a+ 8 ochon

2.3 . Séparation d'un point et d'un convexe

2.3.1. convexe fermé

théorème: xe C, C convexe, fermé, non vide, il existe H qui sépare fortement x et C i.e.

ElpiO, a, pox>a2p°y VyeC (£=p0x—a).

2.3.2. convexe quelconque

théorème: erC, C convexe, non vide, il existe H qui sépare largement x et C Le

∃⇂⊃≠∘⋝ ponpoy VyEC (a=p0x)

2.4. Séparation de deux convexes

Théorème: Soient C1 et C2 2 convexes de R", non vides, C1 ∩ C2 =®, alors il existe un

hyperplan qui sépare largement C1 et C2 i.e. ElpiO, po xl Zpoxz Vxl ∈ C1,Vx2 ∈ C2

(prendre a : inf{p ∙ x1:x1 ∈ C1}).

Pour le démontrer, on se ramène à la séparation d'un point (en l'occurence O) et d'un convexe (en

l'occurrence C2 — C1).

Corollaire: Soient C1 et C2 2 convexes de R”, non vides, C1 ∩ C2 : ∅⋝ alors il existe un

hyperplan qui sépare largement C1 et C2.

En effet, H_ = {x2: 06 ≥ p ∙ xz} est fermé. Donc, si a ≥ p ∙ x2 sz ∈ C2 est vérifié c‘est—à—dire

C2 ⊆ H_ alors C2 = C2 ⊆ H− est vérifié et donc oc ≥ p ∙ x2 Vx2 ∈ C2. Il suffit par conséquent

de séparer C1 et C2 (ce dernier étant convexe).
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3. Hyperplan d'appui, cône normal

Rappel et notation: S ⊆ R" , on note BS la frontière de S. On rappelle que âS : S — S .

Définition: Soit S ⊆ R" et x ∈ BS. Un hyperplan H = {yzp ∙ y = p ∙ x}, passant donc par x, est

appelé hyperplan d'appui (en abrégé plan d'appui) de S en x ssi S ⊆ H+ (i.e.

poyZpox VyeS) ou bien SçH" (i.e. poySpox VyeS).

déf

Définition: Soient ↼⋝⊆ R", x ∈ R”. N(S,x) = {p: p ∙ y ≤ p ∙ x, Vy ∈ S} est appelé cône normal

de S en x.

Vérifier que c'est bien un cône (i.e. stable par multiplication par un scalaire positif).

Si x ∈ S alors N(S,x) = {0}. Pour le voir prendre y — x = Ep 8 > 0 (8 suffisamment petit) alors

2

llpll ≤⊙⋅

Exemple: H = {z: p. z = a} (piO) un hyperplan et x ∈ H, alors N(H,x) = {Àpz À ∈ R}.

Théorème: Soit C convexe de R" et x ∈ ∂∁ alors il existe un plan d'appui de C en x.

En effet {x}r\ ∁∶∅ donc il existe un hyperplan H qui sépare largement x et C (prendre

C1 = {x}, C2 : C et appliquer le corollaire précédent sur la séparation de deux convexes).

4. Application des théorèmes de séparation

4 . 1 . théorème de Farkas

Soit A une matrice m lignes, n colonnes et At sa transposée, c un vecteur à n coordonnées. Alors

un et un seul des deux systèmes suivants a une solution:

système 1 (inconnues x): Ax ≤ O , c ∙ x > 0 , x ∈ R"

système 2 (inconnues y) : Aty : c , y ≥ 0 , y ∈ R’"

Si le système 2 a une solution y , en multipliant scalairement y par Ax , on déduit que le système

1 ne peut pas avoir de solution.

Si le système 2 n'a pas de solution on sépare fortement C: {z z = A’y, y ≥ O} convexe, fermé et le

point c. La normale p du plan de séparation H = {z: p ∙ z = et} vérifie les conditions du système 1

en raison de la spécificité de C.

Le théorème de Parkas s'énonce aussi: (Ax ≤ 0 => 0 ∙ x ≤ 0) ⇔ (fly ≥ 0 c = Aty)

Corollaire

Soit A une matrice m lignes, n colonnes, B une matrice l lignes, n colonnes, c un vecteur à n

coordonnées. Alors un et un seul des deux systèmes suivants a une solution:

système 1 (inconnuesx) : AxSO , Bx=0 , cox>0 , xeR”

système 2 (inconnues y, z): Aty + B’z = c , y ≥ 0 , y ∈ R'” , z ∈ Rl
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A

Il suffit d'appliquer le théorème avec une matrice A remplacée par la matrice m+21 lignes [ B ]

—B

dont la transposée est (A‘ B’ —B’).

4 . 2 . Théorème de Gordan

Soit A1 une matrice m lignes, n colonnes, soit A2 une matrice 1 lignes, n colonnes.

Soit le système 1 (inconnues x): Alx < 0 , A2x = O , x ∈ R"

Soit le système 2 (inconnues y, z): Ally + Aâz = 0 , y ≥ O , y ∈ R’" , z ∈ Rl, (y,z) ≠ (0,0)

Si le système 1 n'a pas de solution alors le système 2 a une solution.

Pour le montrer on sépare les 2 convexes C1 : {(u1,u2 ): ul : Alx, @ : Azx, x ∈ R”} et

C2 : {(v1,0): V1 < 0}. La normale (p1,p2) ≠ (0,0) du plan de séparation vérifie les conditions du

système 2 en raison de la spécificité de C1 et C2.

4. 3 . Sous-gradient

Définition

Soient f convexe définie sur un convexe C , î ∈ C. On dit que 5 est un sous—gradient de f en ;?

ssi f(x)2f(î)+50(x—î) Vxe C.

De manière symétrique, on définit un sous—gradient pour une fonction concave en inversant le

sens de l'inégalité précédente.

Exemple: si f convexe est de classe C1 et si îeê‘, on a montré que

f(x) ≥ f(î) + Vf(î) ∙ (x — î) Vx ∈ C. Donc le gradient est un sous—gradient.

Dans la suite du paragraphe il est sous-entendu quef est convexe.

Théorème

Soientf définie sur un convexe C , î ∈ C. Il existe un sous—gradient de f en ;? .

Pour le montrer on remarque que Epi(f)d;f{(x,y)EC><R: f(x)Sy} est convexe et que

(îc,f(î))e âEpi(f). On en déduit qu'il existe un plan d‘appui de Epi(f) en (î,f(î)) i.e. il

existe (€,/J) ∈ R" >< R tel que (î,f(î)) ∙ (€,,u) ≥ (x,y)0(ë,u) V(x,y) ∈ Epi(f) soit encore

î05+f(î),u ≥∍∁∙⋚−⊦⊃↗⋅∐ V(x,y)eEpi(f). La spécificité de Epi(f) et le fait que )? soit

intérieur à C impliquent que # < 0. On déduit alors que −≑⋚ un sous-gradient de f en ;? .

Définition

L'ensemble des sous—gradients de fen ;? est appelé sous-différentiel defen ;? et noté af(î).

Théorème

Si f est différentiable en î ∈ C, le sous—différentiel en îc comporte un seul élément à savoir le

gradient au point ;? .
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Conditions d'optimalité sous contraintes

1. Introduction

Soient f: D —> R définie sur D ⊆ R” et S ⊂ D (inclusion stricte). On considère le problème (P)

suivant:

minimiser f(x) x ∈ S.

S est le plus souvent décrit comme l'ensemble des points vérifiant un nombre fini d'inégalités et

d'égalités appelées contraintes:

S={xeR”: gi(x)SO i=l,...,m, hi(x)=0 i=1,...,p}.

Suivant le cas f(x), gi(x), h,- (x) seront de classe C1 ou C2.

Pour le problème (P), minimiser f(x) x ∈ S, on dit que x* est:

— solution, ou encore minimum global, de (P) ssi f(x* ) ≤ f(x) Vx ∈ S. Si l‘inégalité est stricte

pour xix* on dit que le minimum est strict.

− minimum local de (P) ssi ∃≀⊰≺∍∊∗ , 8) mi quef(x* ) ≤ f(x) Vx ∈ S ∩ B(x* ,a). Si l‘inégalité est

stricte pour x$x* on dit que le minimum est strict.

Un point x quelconque de S est appelé solution réalisable.

2. Cône tangent

Définition

Soient SçR", yeR", xeS. On dit que y est tangent à S en x ssi il existe les suites

xk ES, Àk >0 telles que xk —>x et Âk(xk —x)—>y.

On note T(S,x) l'ensemble des y tangents à S en x .

Propriétés: T(S,x) est un cône, contenant 0, fermé. De plus si x ∈ S alors T(S,x) : R".

Exemple: S={xeR2:x120,x220}, x=(lä) oc>0, xeS. On a y=£ 0 )ET(S,x). En effet

−⊥

xk =(a(10 k)],Âk =â>0,xk eSVkZl,xk —9x,Âk(-xk _x)'_>y -

3. Conditions d'optimalité

3 . 1 . Conditions nécessaires

Si x* est un minimum local de (P) alors Vy ∈ T(S,x*) Vf(x* ) ∙ y ≥ ⊙⋅

Exemple: soit (P) minimiser f(x)=(x1+1)2 + (x2 +l)2, x ∈ S : {xe R2:x1 ≥ 0,x2 ≥ ⊙ }. Pour

x=(%)a>0, )”:[OJETŒJÛ et Vf(x)°y=—2(Oc+l)<0. Donc x ne vérifie pas la
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condition nécessaire. En effet, on voit sur la figure 1 que tout déplacement de x vers l‘origine

améliore la valeur de la fonction objectif.

Les cercles concentriques sont les courbes de niveau def

i.e. {x:flx)=c} où c est une constante.

figw

., , ∧ ⋅ ∗ ° ∗ ⋅ ⋅
D‘après les proprietes du cone tangent, s1 x ∈ S alors T(S,x ): R” . Dans ce cas la condition

d'optimalité devient Vf(x* ) = 0. On retrouve la condition établie dans le cas sans contraintes. Le

point est intérieur donc les contraintes n'interviennent pas.

3.2. Conditions suffisantes

Sifet S sont convexes. Soit x* ∈ S tel que Vf(x*) ∙ y ≥ O Vy ∈ T(S,x*) alors x* est un minimum

global de (P).

2

exemple (suite): T(S,0) : {yz yl ≥ O, y2 ≥ 0} (cf. exemple paragraphe suivant). Vf(0) = (2) et

Vy ∈ T(S , 0) Vf(0) ∙ y : 2(y1 + y2 ) ≥ 0, la condition d'optimalité est donc vérifiée. f et S étant

convexes, cette condition est suffisante et l‘origine est minimum global. Ce résultat peut se

vérifier sur la figure 1.

4. Caractérisation du cône tangent

4.1. Introduction

On considère maintenant S = {x: g,- (x) ≤ () i=1,...,m, hi (x) = 0 i=1,…,p}.

Soit x ∈ S, 1(x) = { i: g,- ( x) = 0} les indices des contraintes d‘inégalité saturées en x.

On définit F(x) = {y: Vgi(x)0yS 0 ieI(x), Vhi(x)0y= 0 i=1,...,p}.

théorème: T(S,x) ⊆ F(x).

Il serait intéressant de savoir s‘il est possible que T(S,x) = F(x) car dans ce cas on pourrait

exprimer la condition nécessaire d'optimalité en fonction des gradients de f(x), gi (x), hi (x).

définition: x ∈ S, on dit que x est qualifié si T(S,x) = F(x)

4 . 2 . Contraintes d'égalité

On considère S={x: hi(x)=0 i=1,...,p}.

On note F(x)={y: Vhi(x)oy=0 i=1,...,p}
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définition: l'espace tangent à S en x ∈ S est

E(S,x) = {y: 3y: R —> R" C1 surIouvert contenant 0, y(1)g S, y(0) = x, y’(0) : y}

proposition: pour tout x ∈ S, E(S,x) ⊆ T(S,x).

En effet, pour k suffisamment grand, les suites xk = 74%), Àk ∶⋛ répondent aux critères voulus.

théorème: x ∈ S, si Vhi(x) (i = 1,..., p) sont linéairement indépendants alors x est qualifié.

 

démonstration

On montre que F(x) ⊆ E(S,x). Soit y ∈ F(x).

∂∣⊄↥ ∂⇂≵↕

hl 37106) ËÜC)

Notation: h= ⋮ , %(x)= ⋮ ⋮

hp ’“ ah,, ah,,

â_x1(x) ax" (x)

On considère le système de p équations à p+l inconnues (t,w): h(x + ty + (%(xÙt w) = 0

(0,0) est une solution puisque h(x) = 0.

La matrice jacobienne du système par rapport à w au point (0,0) est %(x)(%(x))t.

Elle est inversible (conséquence des gradients linéairement indépendants): d'après le théorème des

fonctions implicites, le système d‘équations admet une solution (t,w(t)) pour t dans un voisinage

ouvert de 0. En particulier w(0) = 0.

w(t) est C1 et on obtient sa dérivée en 0 en dérivant le système par rapport à t:

[

%(xw + %…(æw) W)) = 0

Mais %(xw = 0 par définition de y , ce qui implique w’(0) : 0 (solution unique).

Finalement y(t) : x +ty+(%(x))tw(t) est dans S et C1 pour t dans un voisinage ouvert de 0,

⊡

y(0) : x et y'(0) : y. y satisfait les conditions requises.

4.3. Contraintes d'égalité et d'inégalité

On considère S={x: gi(x)SO i=l,…,m, h,(x)=0 i=1,...,p}.

On note F(x)={y: Vgi(x)oySO iel(x), Vhi(x)0y=0 i=l,...,p}

On rappelle que I(x)={i: gi(x)=0} est l'ensemble des indices des contraintes d'inégalité

saturées en x.

On définit F0(x)={y: vg,(x)-y<0 ieI(x), Vh,(x)-y=0 i=1,...,p}

Qualification de Cottle

théorème: x ∈ S, si Via-(x) (i = 1,…, p) sont linéairement indépendants et F0 (x) ≠ ∅ alors x est

qualifié.
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démonstration

Si on montre que F0(x)çT(S,x), comme T(S,x) est fermé et ∣⊣⇁⊖↻∁⋟≠∅ , on aura

F0 (x) ⊆ T(S,x) ⊆ F(x) = FO (x).

Montrons que F0 (x) ⊆ T(S,x).

Notons S: ={x: hi(x)=0 i=1,...,p} et F=(x)={y: Vhi(x)oy=0 i=1,...,p}.

x ∈ S=, d'après le cas des contraintes avec égalité on a: T(S= , x) = F∶ (x)

Soit yeFO (x). yeF= (x) donc il existe les suites xk eS=, Âk >0 telles que xk —>x et

Âk (xk — x) −≻ y.

A partir d'un certain rang les xk ∈ S . En effet, ils vérifient:

- les contraintes g,- (x) ≤ 0 ie 1(x) en raison de la définition de y (faire un développement de

Taylor à l'ordre 1 de g,)

— les contraintes g,- (x) ≤ 0 i ∉ 1(x) car x vérifie strictement ces contraintes.

y vérifie les conditions requises pour appartenir T(S , x).

4.4. Autres critères de qualification

On propose ici des critères qui impliquent le critère de qualification de Cottle mais qui sont de

vérification plus simple.

Qualification de Slater

théorème: x ∈ S, si

- gi (x) convexe ie I(x)

- h,- (x) affine i= 1,..., p et si Vhi(x) (i = 1,..., p) sont linéairement indépendants

- 3x0 gi(x0)<0 ie I(x), hi(x0)=0 i=1,...,p

alors x est qualifié.

On montre que xo — x ∈ F0 (x)

Qualification de l'indépendance linéaire

théorème: x ∈ S, si Vhi (x) (i = l,...,p) , Vgi (x)(i ∈ I(x)) sont linéairement indépendants alors

x est qualifié.

On montre, à l'aide du théorème de Gordan, que si F0 (x) = ∅ alors les gradients sont liés.

Exemple: cherchons le cône tangent de S={xER2:g1(x)=—x1SO,g2(x)=—x2 SO} en

l'origine. L'origine sature les 2 contraintes d'inégalité et I(O)={l,2}.

—1 0

Vg1(0)=(0),Vg2(0)=(_1) sont linéairement indépendants donc

T(S,0)={y:Vg1(0)oySO,Vg2(0)oyS0}={y:31120, 37220}-

5. Conditions d'optimalité du 1er ordre (Kuhn et Tucker)

On considère le problème (P) minimiser f(x) xeS avec

S={xeR”:gi(x)SOi=1,...,m, hi(x)=0 i=1,...,p} (fig,h declasse C1).
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5 . 1 . Conditions nécessaires

Théorème:

Si x* est minimum local de (P) et si x* est qualifié alors 3% iel(x* ), ∃∣⊥⋮⋅ i=1,...,p t.q.

a,. ≥⊙ ie1(x*)

Vf(x*)+ ∑∣↴≵∙∇⊰↙⋅↻∁∗≻⊹∑⋛↗≖↕⇂↓≴∇⇂⇂⋮⋅↻⊂∗≻⋮∅

ie1(x*)

Pour le montrer on utilise la condition d'optimalité exprimée avec les vecteurs du cône tangent à

S en x* qui maintenant est caractérisé avec les gradients des contraintes. Le théorème de Farkas

permet de conclure.

Remarque: x* appartenant à S et point critique (Vf(x* ) = 0) et À = ⇂↓ ∶ ⊙ vérifient ces

conditions. Mais ce n'est généralement pas l'unique solution.

On utilise souvent la formulation équivalente:

Si x* est minimum local de (P) et si x* est qualifié alors ∃↗↘↓⋅ i=1,...,m, ∃⇂↓↓⋅ i=1,...,p t.q.

Âi ≥⊙ i=1,…,m

(K.T.) ∇∫∁≺∍⊂∗≻⊹∑⊆↗≟↕↗↜⋮∇⊰⋮≺⊋⊂≭≻⊹∑⋛↗≖↕⇂↓⋮∇∣↕≴≺⊼∗≻∶⊙

∕↴≵⋅⊰≵⋅↻∊∗≻∶⊙ i=l,…,m

Ces dernières conditions Àigi(x*)=0 permettent d'annuler les Ài associés aux contraintes

d'inégalité non saturées car g,- (x* ) < 0 => Ài : 0 , et donc de retrouver la formulation initiale.

Sachant que ViÀiZO,gl-(x*)$0 elles peuvent s'écrire sous la forme plus condensée

Â ∙ g(x*) : 0. On les appelle conditions de complémentarité.

Les conditions (K.T.) sont appelées conditions de Kuhn-Tucker. Les Â. et ,u sont appelés

multiplicateurs de Lagrange.

5 . 2 . Conditions suffisantes

Sous certaines hypothèses de convexité, (K.T.) sont des conditions suffisantes d'optimalité globale.

Théorème:

∗ gl- iel(x*) convexe,

Soient x 55, Â, # vérifiant (K.T.). Si hi i=1,...,p affine (i.e. convexe et concave), alors

fconvexe

x* est minimum global de (P).

Pour le montrer on utilise la première caractérisation du 1er ordre des fonctions convexes.

_ . . . . _ 2 2 . x1+x2 ≥↕
Exemple. s01t (P) mimmiser f(x1,x2) − x1 + x2 sous les contraintes {xl ≥ ⊖⋝ x2 ≥ 0
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{g1(x1,x2)= —-x1—x2 ⊹↕≤⊖

On met les contraintes sous la forme g2(x1,x2) : —x1 ≤ O

& (X1,X2) = —x2 ≤ 0

Ecrivons les conditions de Kuhn—Tucker:

22€] −− Â'l −⋅ ÂQ = 0

2x2 − Àl − À:; = 0

À- ≥ 01(i=1, 2,3)

Â1(—x 0x2 +1): 0

Â2XI=

Â3X2 = ?)

Ce système admet une solution telle que (x1,x2) vérifie les contraintes de (P):

3.2 =Â3=OÂ1=l,x1=x2=1.

Le point (-2—, î) est qualifié. On peut le voir très simplement de deux façons différentes:

- il y a en ce point une seule contrainte saturée gl et Vg1(î,î)$0: les conditions de

l'indépendance linéaire sont satisfaites.

- ou encore f convexe, gl la seule contrainte saturée est convexe, g1(1,1) < 0: les conditions de

Slater sont satisfaites.

Le problème (P) vérifiant par ailleurs les conditions de convexité, les conditions de Kuhn-Tucker

sont suffisantes et le point (%, à) est minimum (global).

6. Conditions d'optimalité du 2ème ordre

On suppose maintenant f, g, h de classe C2.

6.1. Fonction de Lagrange

6.1.1. Définition

La fonction de Lagrange L est constituée de l’objectif f plus une combinaison linéaire des

contraintes d’inégalités g,- et d’égalités h,- du problème (P).

de'f m !)

L(x,Â.,,u) : f(x) + EÀigi (x) + Eight-(x) : f(x) + Â ∙ g(x) + [.L ∙ h(x)

i=l i=l

Si x* es, [1,11 vérifient (K.T.) alors L(x*,,1,,.i)= f(x*).

6.1.2. Gradient par rapport à x

Le gradient (par rapport à x) de la fonction de Lagrange est:

m [7

VL(x, Ly) : Vf(x) + ∑ ∕↗⇂⇂⋅∇↙⇪⋮⋅ (x) + ∑∥⇊↓⋅∇⇂⇂≵⋅ (x)

i=1 i=1

Les conditions (K.T.) peuvent s'exprimer avec le gradient de la fonction de Lagrange:

Âi 20 i=1,.. ,m

(K.T.) <=> VL(x*,À,‘u)=

Âigi(x*)=0 i=l,...,m
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6.1.3. Hessien par rapport à x

Le hessien (par rapport à x) de la fonction de Lagrange est:

HL(x,À,u) = Hf<x>+ Îangi<x) +ÊuiHhi<x>
i=1 i=1

6 . 2 . Conditions nécessaires

Pour x* ∈ S, À…, [.L vérifiant les conditions nécessaires du 1er ordre de Kuhn-Tucker, on définit:

- [+ (x* ) = {i ∈ ∣↻⊂∗ ): Ài > 0} les indices des inégalités saturées (par x*) dont le multiplicateur

de Lagrange associé est non nul (appelées contraintes non degénérées).

Puis on considère les ensembles de points x et de vecteurs y:

gi(x)SO ie1(x*)\1+(x*)

− S+(x*)= x: gi(x)=0 ie1+(x*)

hi(x)=0 i=1,…,p

Vgi(x*)°yS0 iel(x*)\1+(x*)

− F+(x*)=F(x*)n{y: Vgi(x*)0y=0 ie1+(x*)}= y: Vgi(x*)0y=0 ie1+(x*)

Vhi(x*)oy=0 i=l,...,p

Notons que x* ∈ S⊹ (x* ). Si x* vérifie la qualification de l'indépendance linéaire alors F+(x*)

coïncide avec T(S+(x* ),x*) le cône tangent à S+ (x* ) en x*.

Théorème

Si x* est un minimum local du problème (P) et si x* qualifié alors ∃↗↘⋝⇂↓ tels que x*,À,,u

vérifient les conditions du ler ordre (K.T.) et tels que le hessien de la fonction de Lagrange en

x*,À,,u est semi—défini positif sur le cône tangent à S+(x*) en x* i.e.

yoHL(x*,À,LL)yZO vyeT(S+(x*),x*).

remarque: si x* vérifie la qualification de l'indépendance linéaire alors T(S+(x*),x*) =F+(x*).

Cette formulation explicite du cône tangent permet en pratique la vérification de la condition

nécessaire.

remarque: dans le cas d'un problème comportant uniquement des contraintes d‘inégalité, si

I(x*) : ∅ alors À : 0 et la fonction de Lagrange coïncide avec f. La condition devient Hf(x*)

semi-défini positif (partout).

démonstration du théorème

Vy ∈ T(S+(x*),x*) , fixk ∈ S+(x*),0tk > 0,xk —> x*,0tk (xk —x*) −≻ y.

Sachant que les conditions du ler ordre (K.T.) impliquent L = 0 Vi ∉ [(x*), les contraintes non

saturées par x* n'interviennent pas dans la fonction de Lagrange. Il en est de même des inégalités

saturées d’indices i ∈ [(f) \ [+(x*) car dans ce cas aussi it,-:O. On a:
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L(xk,À,,u)=L(x*,À,/.L)+VL(x*,Â,tL)0(xk —-x*)+—â—(xk —x*)0HL(x*,Â,/1)(xk —x*)

⊋ ≼⊋∊∣∊−⊋∊∗≻
xk €S+(x*)=, L(xk,>,,u)=f(xk) et x* ES, a, ⇂↓ vérifiant (KT) => L(x* ,À,,U)=f(x*)

 

    +ka

Les conditions du ler ordre impliquent VL(x* , JL,/1) : 0

Pour k suffisamment grand, xk GS (car xk tendant vers x*, vérifie alors les contraintes non

saturées par x*) et donc ∫∁≦⊃⊂∣∉≽− ∫∁↻⊂∗ )20 et par conséquent

â(xk—x* )OHL(x* ,,Âu)(xk—x* )+l(xk—x*2 (xk—x* )20

On multiplie cette inégalité par 061% et on passe à la limite (k —> oo).

   

6 . 3 . Conditions suffisantes

* . . . . , .

Pour x ES, À, # vér1f1ant les cond1t1ons necessa1res du 1er ordre de Kuhn—Tucker, on

considère les ensembles:

— [+ (x*) indices des inégalités saturées de multiplicateur de Lagrange non nul

− S+(x*) et F+(x*)

définis plus haut pour les conditions nécessaires (du 2ème ordre).

Théorème

Soit x* ∈ S. Si x* ,À, ,u vérifient les conditions nécessaires du ler ordre (K.T.) et si le hessien

de la fonction de Lagrange en x*,Â,u est défini positif sur F+(x*) c'est—à—dire

y ∙ HL(x*,À,11)y > O Vy ∈ F+ (x*) (yatO) alors x* est un minimum local strict du problème (P).

Remarque

Si x* vérifie la qualification de l'indépendance linéaire alors T(S+(x*),x*) =F+(x*). Dans ce

cas l‘ensemble sur lequel la positivité du hessien de la fonction de Lagrange doit être vérifiée est

le même dans les conditions nécessaires et dans les conditions suffisantes. Sinon l'ensemble des y

pour lequel le hessien doit être défini positif s'agrandit dans les conditions suffisantes car le cône

tangent T(S+(x* ),x*) est inclu dans F+(x*) mais l’égalité n’est plus garantie.

démonstration du théorème

- Supposons que x* ne soit pas un minimim local strict: Vk ∃∄⊂∣∉ ≼≠ x* ) ∈ B(x *,k) ∩ S tel que

f(xk)Sf(x*). On construit ainsi une suite xk de S qui tend vers x* telle que f(xk)Sf(x* )

pour tout k. Posons yk = ak(xk —x*) avec ak : ∥⊥∗ donc ||ka = 1. La suite yk étant bornée il
xk _.X

  

existe une sous—suite qui converge. Pour simplifier les notations supposons que la suite yk elle—

même converge vers un point y. Alors y ∈ T(S,x*) (xk, ak remplissent les critères voulus).

− On a YGT(S,x*)gF(x*), montrons que yeF+(x*). Pour cela il reste à montrer que

Vgi(x*)oy=0iel+(x*). yeF(x*) et les conditions (K.T.) entrainent

Vf<x*)-y=— ∑∗∕↗⇂∇⊰⋡⋅↻∁∗≻∙ y— ∑⋮⋅∣↗⇌⇂↓↕≵⋅∇∣↕⋮⋅↻⊏∗≻∙≯⋮− ∑↗↜≴∇⊰↙≺∍⊏∗≻∙⋝≥⊙⋅

⇂⋅∈∣↻⊏∗ ) iel(x*)
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Par ailleurs f(xk)Sf(x*) pour tout k entraine que Vf(x*)0yS0. Par conséquent

ZÀngi(x*)oy=0. La non—positivité de chacun des termes de la somme entraine

ie1(x*)

Àngi(x*)°y=0 ie1(x*) et finalement Vgi(x*)0y=0 ie1+(x*).

- Montrons que le hessien de la fonction de Lagrange n'est pas défini positif sur F+(x* ).

L(xk,Â.,,u)—L(x*,À,,u)=f(xk)+Â -g(xk)—f(x*)so

Les conditions du 1er ordre impliquent VL(x* ,Â, #) = 0.

Par conséquent:

L(xk,À,,LL)—L(x*,À,,u)=%(xk —x*)°HL(x*,À,,LL)(xk —x*)+"xk —x 2£(xk —x*)SO

On multiplie cette inégalité par 05% et on passe à la limite (k—>oo). On en déduit que

yOHL(x*,À,u)ySO.

⊡

Remarque: y appartenant à F+(x*) vérifie Vgi(x*)oySO pour tout ie I(x*) \ I+(x*). Si

∗

  

I(x*) \ [+ (x*) contient un seul et unique élément alors cette condition peut—être retirée sans pour

autant affaiblir les conditions puisque si y ∙ HL(x*,7t,u)y > 0 alors de même

(—y)0HL(x*,7t,u)(—y)>0 et le vecteur —y est de l’autre côté de l’hyperplan de normale

∇⋠⊊↗⋮⋅↻⊂∗≻ c’est-à-dire ∇≦↗↓⋅≺⊃⊂∗≻ ∙≺−∱≻≥⊖⋅

Exemple: considérons le problème minimiser —x1x2 sous la contrainte %xlz + â—xâ ≤↕

Les conditions nécessaires du 1er ordre sont:

À ≥ 0 (l)

(m…:0 ⋖⊋≻xl x2

↗↙≼≜⊋⊏↕≳ + ⋛⊋∊≣ − 1) = 0 (3)

1er cas :Â. : 0. (2) implique x2 : x1= 0.

2ème cas: À > O. (3) entraine x12 + xâ : 2 (4). (2) entraine x2 : Àx1,x1 = Àxz. On en déduit en

reportant dans (4) ÂZ = 1, (1) impose l'unique solution Â = 1. On en déduit x2 = x1 qui avec (4)

donne deux solutions x2 = x1 =1 et x2 = x1 = —1.

Vérifions les conditions du second ordre.

Pour le point (8) la contrainte n'est pas saturée. Par conséquent le hessien de la fonction de

Lagrange en x2 =x1 =Â =O coïncide avec le hessien de f et HL(O,0,O)=—((1) (1)) doit être

semi-défini positif sur R2. Ce n'est pas le cas donc (8) n'est pas un minimum.

Pour le point (%), F+(%)={y:y1+y2 :O}. Le hessien en x2 =x1=À=1 de la fonction de

Lagrange est HL(1, 1,1) = (_11 11).

1 —1
VyE{y= yl +yz =0}, (yl y2)(_1 1)Œ)=y12 +yâ —2y1y2 =(y1—y2)2 =(2y1)2
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Cette quantité est positive ou nulle et s‘annule seulement pour yl = 0. Donc le hessien de la

fonction de Lagrange est défini positif sur F+ (%) . On a un minimum local strict.

Incidemment le point (%) vérifie la qualification de l'indépendance linéaire donc le cône tangent à

la surface {x: x12 +xâ : 2} en ce point est {yz yl + )”2 ⋮ 0}-

Pour le point —G) les résultats sont identiques.

D'autre part l'ensemble S des solutions réalisables est compact. La fonction à minimiser étant

continue, le problème admet une solution nécessairement parmi les minimum locaux {G),— (%)}.

Les deux points donnant la même valeur ce sont les deux solutions du problème.

7. Résumé

On peut observer une certaine symétrie entre le rôle joué par f et ses dérivées dans le cas des

problèmes sans contraintes et la fonction de Lagrange et ses dérivées dans le cas des problèmes

sous contraintes. Les conditions d'optimalité (locale) sont résumées dans le tableau suivant.

Conditions d'0otimalité oroblèmes sans contraintes oroblèmes sous contraintes

…“):f(X)+Â °g(X)+li °h(X)

conditions nécessaires

( 1 er ordre)

— conditions nécessaires du 1er ordre - conditions nécessaires du 1er ordre

conditions nécessaires ≭ − HL(x* , À, ,u) semi défini positif

(2ème ordre) - Hf(x ) semi défini positif
⋀ ∖ + ∗

sur le cone tangent a S (x ) en x*

- conditions nécessaires du ler ordre - conditions nécessaires du ler ordre

conditions suffisantes — HL(x* ,Â, ,u) défini positif
∗

− Hf(x ) défini positif ∙⊦ ∗

sur le cône tangent à S (x ) en x*

(si qualif. de l'indépendance linéaire)
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Dualité lagrangienne

1. Problème primal, problème dual

Problème primal (P): minimiser f(x) sous les contraintes g(x) ≤ 0, h(x) : 0, x ∈ X ⊆ R”

hi gi

où h = : , g = :

hp gm

X est une partie quelconque de R”. Par exemple: R", un ensemble discret (nombres entiers

naturels par exemple), ou encore un ensemble défini par des contraintes d'inégalité ou d‘égalité

autres que g et h.

A partir de (P) on définit un autre problème: le problème dual.

Problème dual (D): maximiser 9(u,v) : inf{f(x) + u ∙ g(x) + v ∙ h(x): x ∈ X} sous les

contraintes uZO

L(x, u, v) = f(x) + u ∙ g(x) + v ∙ h(x) est appelée fonction de Lagrange

9(u, v) : inf L(x, u, v) est appelée fonction duale

xeX

propriété: la fonction duale est concave.

Une conséquence très importante est que tout maximum local du problème dual (D) est maximum

global de (D) c'est—à—dire solution de (D).

2. Relation entre primal et dual

Théorème de dualité (faible)

Si x est une solution réalisable de (P) et si (u,v) est une solution réalisable de (D) alors

f(x) ≥ 9(u,v).

Corollaire

Si x est une solution réalisable de (P) et si (u,v) est une solution réalisable de (D) telles que

f(x) : 6(u,v) alors x est une solution (optimale) de (P) et (u,v) est une solution (optimale) de

(D)

3. Points selles

3.1. définition

∗

Sment x ∈ X, u ≥ 0. (x ,u ,v ) est un pomt selle ss1:

L(x*,u,v)SL(x*,u*,v*)SL(x,u*,v*) VxeX, VuZO
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3.2. Caractérisation des points selles

1) L(x*,u*,v*)= inf L(x,u*,v*)

xeX

Soient x* ∈ X, ∥∗ ≥ ⊙∙ (x* ≖∥∗ ,v*) est un point selle ssi 2) g(x*) ≤ 0, h(x*)= 0

3) ∥⋮≌⋮≦≖↙⋅≺⊃∁∗≻∶⊙ i=l,…,m

Remarque: ∥∗ ≥ ⊙ et 2) entrainent que 3) est équivalent à ∥∗ ∙ ↙⋚↻⊂∗ ) = 0.

3.3. théorème de dualité (fort)

Si (xä: ⋝∥∗ ,v*) est un point selle alors x* est une solution (optimale) de (P) et (u *,v *) est une

solution (optimale) de (D)

En effet x* est une solution réalisable de (P) en raison de la caractéristique 2). De plus les

caractéristiques 2), 3) et 1) permettent d'établir les égalités suivantes:

f(x*)=f(x*)+u* -g(x*)+v* ch(x*)= L(x*,u*,v*)= inf L(x,u*,v*)= e(u*,v*)

xeX

La conclusion découle du corollaire du théorème de la dualité faible.

4. Relations entre optimums du dual et du primal et point selle

théorème

Soit (L? , 17 ) une solution (optimale) de (D). Si la fonction de Lagrange admet un point selle alors il

existe x* une solution (optimale) de (P) telle que (x* , u , v) soit un point selle.

corollaire

Soit (ü,iî ) une solution (optimale) de (D). Si la fonction de Lagrange admet un point selle et si

L(x, ü, 17 ) admet un minimum unique ;? sur X alors 55 est solution (optimale) de (P).

Application: résolution de (P).

si on sait que la fonction de Lagrange admet un point selle

— on résout (D). On obtient (ü , î)" )

- on résout minimiser L(x, ü , 17 ) x ∈ X . Si ;? est l'unique solution alors )? est solution de (P).

Il faut savoir que:

si (P) a une solution alors

- sous les hypothèses de convexité de l'ensemble des solutions réalisables de (P) (ie. les gi

convexes, les h,- affines, X convexe) et de convexité def ,

— ËÎEX g(5E)<0, h(i)=0

- plus sous les hypothèses de superconsistence suivantes: _ ∣ ∙

− 0 emterieur de h(X )

il existe un point selle.
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5. Relation entre points selles et conditions de Kuhn et Tucker

On suppose ici X=Rn

Si (x* ,u* ,v*) est un point selle alors il vérifie les conditions de Kuhn et Tucker.

En effet L(x,u* ,v*) admet un minimum en x* et donc VL(x* ,u* ,v*)=0. Ce qui donne les

conditions de Kuhn et Tucker.

Réc1proquement s1 x* est une solution réalisable de (P) et (x ,u ,v*) ver1f1e les conditions de

Kuhn—Tucker et Si la condltlon VL(x ,u* ,v )= 0 (x* po1nt cr1t1que de L(x,u*,v*)) implique

que x* est un minimum global de L(x,u*,v*) alors la propriété caractéristique n°1 des points

selles est vérifiée. Les deux autres propriétés caractéristiques étant vérifiées on en déduit que

∗ ∗ ∗ ⋅

(x ,u ,v )est un pomt selle.

C'est par exemple le cas si f, g,- telles que uÎ > 0 sont convexes, h,- telles que ∨⋮⊧ ≠ 0 sont affines

∗ ∗

car alors L(x,u ,v ) est convexe.

_ . . . . _ 2 2 . x1+x2 ≥↕

Exemple. s01t (P) mlmmlser f(x1 ,x2 ) — x1 + x2 sous les contramtes {xl ≥ 0, x2 ≥ 0

g1(x1,x2) = —x1—x2 ⊣−↕≤ ⊖

On met les contraintes sous la forme g2 (x1,x2) : —x1 ≤ 0

g3(x1,x2) = —x2 ≤ 0

Ici X = R”.

La fonction de Lagrange est L(x,u) = xl2 + xâ + u1(—x1 — x2 +1) + u2 (—x1 ) + 123 (—x2)

La fonction duale est 9(u) : inf{L(x,u): x ∈ Rn}

Explicitons la fonction duale. Pour cela cherchons un point critique de L(x,u) (u constant):

 

 

_ u1+u2

2x1—u1—u2=0 x1_ 2

2x2—u1—u3=0=> −∥↥∎⊦⇊∃
JC2 — 2

2 2 2

↗ ⋅⋅ ____E2__“_3____
On en deduit. 9(u) — 2 4 4 2 2 + ul

On remarque que 9(u) est bien concave (on vérifie que son hessien est défini négatif).

Le problème dual (D) est: maximiser €(u) sous les contraintes ul ≥ 0, u2 ≥ 0, u3 ≥ O

Résolvons le problème dual. Pour cela réécrivons (D) en un problème (D') de type minimiser:

2 2 2

 

minimiser % + %— + % + ”152 +% — ul sous les contraintes —u1 ≤ O, — 142 ≤ 0, — u3 ≤ O

Ecrivons les conditions de Kuhn et Tucker:

u1+uÎ2+uÎ3— —Â1 :O

52 ”_1_ _

2 2 )”2 − ∘

”_3 ≞− −

2 2 À −

↗↘⇂⋅≥⊙ (z=1,2,3)

Àiu, =O (z=1,2,3)

Ce système admet une solution telle que (u1,u2,u3) vérifie les contraintes de (D):

Â1=0, À2=À3=%,ul=l,u2 =u3=0.
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Les hypothèses de qualification sont satisfaites puisque les conditions de l‘indépendance linéaire

sont satisfaites.

Le problème (D') vérifiant par ailleurs les conditions de convexité, les conditions de Kuhn—

Tucker sont suffisantes et le point (1,0,0) est minimum (global) donc maximum (global) pour

(D).

inf{L(x,(1,0,0)): xe R"} est atteint par le point (x1,x2)=(%,%). Il est unique donc c'est la

solution de (P) (les hypothèses de convexité et de superconsistence étant vérifiées on sait que la

fonction de Lagrange admet un point selle).

Remarquons que ⊖≺↕⋝∅⋝∘≻∶⋛⋮∫≼⋛≯⋛⋟ et que x1=x2 ∶⋛⋝ ≀∠↕ =1, u2 =u3 =0 vérifient les

conditions de Kuhn-Tucker de (P).

6. Résolution du problème dual

6.1. Algorithme de sous-gradient

6.1.1. Sous-gradient de la fonction duale

Notons: w = (”34300 = (îæ), X(w) = {x ∈ x: f(x) + w 0fl(x) = e(w)}.

Le théorème suivant montre comment, une fois résolu le problème de minimisation évaluant 9 en

w , on peut obtenir simplement un sous—gradient de 9 en w.

Théorème: Vx ∈ X(w), ,B(x) ∈ 89(w).

Théorème: Si 9(w) est différentiable en w alors 39(w) comporte un seul élément à savoir

V9(w) le gradient en w.

On déduit des deux précédents théorèmes que si 6(w) est différentiable en w et si X(w) ≠ ∅ alors

X(w) comporte un unique élément x et ,B(x) = V9(w).

Remarquons que 6(w) différentiable en w n‘implique pas X(w)$®. Considérer le problème

minimiser e” sous la contrainte w/x2+y2—xSO. La fonction duale est

9(u) = inf{e—y + ⇊∁↴∕∍∊∅ + y2 − x)} = 0 Vu ≥ () (identiquement nulle) et X(u) = ∅ Vu ≥ 0.

XJ

Théorème: si 6(w) est différentiable en w solution (optimale) du problème dual et si

x ∈ X(w) ≠ ∅ alors (x,w) est un point selle.

6.1.2. Maximisation de la fonction duale

On cherche ici à résoudre le problème dual c'est—à—dire maximiser la fonction duale sous la

contrainte que certaines des variables doivent être positives ou nulles. La simplicité de ces

contraintes fait que l'on peut adapter l'algorithme de plus forte pente utilisé dans le cas de

l'optimisation sans contraintes. La différence est qu‘on utilise un sous-gradient à la place du

gradient et que l'on interdit les déplacements qui rendraient négatives des variables astreintes à

être positives ou nulles.
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Algorithme de sous—gradient (algorithme d'Uzawa)

On se donne une suite de nombres réels pa” > 0.

(0)

SOlt W(0) : (I‘/fan) avec ”(O) ≥ 0, k=0.

l) résoudre le problème min f(x) + W“) ∙ ,B(x): soit ch) une solution.

xeX

W(k+1) = P(w(k) +p(k),B(x(k))) où P(.) est la projection sur K={Œ):y ∈ R’" y ≥ 0, z ∈ Rp}

si ↭≺∣⊂⊹↕≻ = w… alors STOP

sinon k=k+l et aller en 1)

La condition d'arrêt W(k+1) : wu‘) im li ue ue x(k),w(k) est un oint selle. Ceci se montre en
P q q P

utilisant la caractérisation de la projection sur le cône convexe K .

On remarque que les conditions caractéristiques 2) et 3) des points selles

g(x(k)) ≤ 0, h(x(k)) = 0, u… ∙ g(x(k)) : 0 sont les conditions d'optimalité de la maximisation sur

K d'une fonction différentiable où le sous-gradient B(x(k)) joue le rôle du gradient.

(k) sont:Les choix possibles de p

- constant pu“) =p Vk

- la série divergente pU‘) —> 0, ∑⇂⊃∩≺⋗ ∶ ⊣−∞

k

Théorème

Dans le cas de la minimisation d'une fonction quadratique f(x)=îx0Ax—box (A définie

positive) sous des contraintes d'inégalité affines Dx — d ≤ 0 (D de rang m) et X = R”, dans le cas

du choix … =p Vk, si p ∈ QM (À - (A) est la lus etite valeur propre de A) alors la
p "DHZ min p p

suite (x(k),w(k)) converge vers (x ,w*) un point selle.

Exemple: appliquons l'algorithme d'Uzawa au dual du problème minimiser f(x1,x2 ) = x12 + xâ

O
. xl + )C2 ≥↕ (0) _ _

sous les contramtes {xl ≥ ⊖⋮ x2 ≥ 0 en partant de u − l avec le pas constant p − l.

g1(x1,x2) −⊋∊↕−⊋∊∑⊣−↕

On pose: g(x1 ,x2 ) : g2(x1,x2) : —x1

g?) (x17x2) _x2

itération 1

On minimise x12+xâ—x1—x2 (x1,x2)e R2. La fonction étant convexe et soumise à aucune

contrainte, il suffit de chercher un point critique: x1 = x2 = %. Ce qui donne 9(O,1,1) : −⋛

0 0

u“): 1+— ⋮

↕ _

itération 2

. . . 2 2 . .

On minimise x1 +x —%x1—%x2 (x1,x2)eR2. La solution est x1=x2 ⋮⋛⋅ Ce qu1 donne

∂≺⊙⋮⋛≖≜≻⋮−⋛

↾
∖
⊐
∣
⊳
⇀
N
I
»
—

∾
∣
↔

↾∖
↘∣

↔
o
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⊥ ⊥

(2)? 21 %

” =Î+_î=î

⊥ −⊥ ⊥
2 4 4

itération 3

⋅ ⋅ ⋅ 2 2 3 3 1 2 ⋅ − − 3 'On m1n1mise x1 +x2 −⊼∃⊏↕ −−⊼⊼⊋ +% (x1,x2)e R . La solution est x1 − x2 _ %. Ce qui donne

∂≺⋛⋝≐≖≐≻⇌⋚−

C
O
D
-
[
°
°

3

”(2) + g(%,%) = . En projetant sur K = (R+) on obtient: 146) =

⋅
⊨
∣
⊳
⇀
⋅
⊳
∣
⊳
⇀
N
l
»
—

+

|

∘
∘
∣
⊌
∞
∣
↪
≖

itération 4

On minimise x12 +xâ —%x1 ——%x2 ⊣−⋛ (x1,x2) ∈ R2. La solution est x1 = x2 = %. Ce qui donne

3 −− &9(î,0,0) − ∃≳

3
ï 1

M” + g(%,%) = 8 + — . En projetant on obtient: u… = (0).

0

itération 5

On minimise x12 +xâ —x1 —x2 +1 (x1,x2) ∈ R2. La solution est xl = x2 = %. Ce qui donne

9(1, O, 0) = %

O 0

1 0 l
1

“m + g(%,%) = (@+ —% = —% . En projetant on obtient: u“) = (0).

î

⊥

2

(
u 5) : u(4) donc on arrête.

Vérifions que (x*,u*) : (%,%,10,0) est un point selle:

- les relations de complémentarités 3) sont vérifiées: u ∙ g (x )= 0 ∙ —% = O

⊥

2

0

- la condition 2) (x* réalisable) est vérifiée: g(x*)= — ≤ O

N
l
»
—
N
l
»
—

- la condition 1) (x* minimise la fonction de Lagrange L(x,u*) en u*) est vérifiée par définition

de x*.

On a mentionné à titre indicatif (elles n‘interviennent pas dans l‘algorithme) les valeurs de la

fonction duale en chacun des points parcourus. On constate que la fonction duale augmente à

chaque itération.

On notera l‘importance du choix de p. Par exemple si on prend p = 2 pour le même problème, en

partant du même point, l'algorithme cycle (c'est-à—dire repasse toujours par un même point) sans

jamais atteindre le point selle.
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6.2. Méthode des plans sécants

Le problème dual (D) peut s’écrire:

maximiser z

sz(x)+u0g(x)+v-h(x) pourtoutxeX

uZO

En effet, pour u , v fixés, si z est maximum alors

z=inf{f(x)+u0g(x)+v0h(x):xeX}=6(u,v). Donc le problème ci-dessus revient à

maximiser la fonction duale 9( u, v ) sous les conditions uZO soit au problème dual.

Ce problème est un problème linéaire (en les variables z, u, v) qui comporte autant de contraintes

(en dehors des contraintes uZO) qu’il y a d’éléments dans X (en particulier cardinal de X peut être

infini).

C’est pourquoi à la place de (D), on résout une relaxation de (D) où seulement quelques

contraintes sont prises en compte. Si la solution obtenue vérifie toutes les contraintes c’est fini

sinon on rajoute une contrainte non vérifiée et on réitère.

sous les contraintes {

algorithme:

soit X(0) contenant quelques éléments de X, k <— 0.

(1) on résout le problème maître:

maximiser z

sz(x)+u0g(x)+v0h(x) pourtoutxeX(k)

uZO

Soit z(k) , u(k) , v(k) une solution. Pour tester si cette solution vérifie toutes les contraintes de (D),

sous les contraintes {

on résout le sous-problème: z* = min{f(x) + 140€) ∙ g(x) + VHC) ∙ h(x)}

xeX

Si Z(k) ≤ z ∗

alors STOP (on a résolu (D))

sinon

soit x(k) une solution du sous—problème

X(ICH) (— X(k) + {x(k) } (on rajoute une contrainte au problème maître)

kek+1 et aller en (1)

Exemple: appliquons l'algorithme des plans sécants au dual du problème minimiser

g1(xl,xz)=—X1—x2 ⊣−↕≤∘
− 2 2 -

f(x1,xz)—x1 +x2 sous les contramtes {(x1,x2)e X={(x1,x2): x120, x2 20}

Partons avec XW ={(0,0),(1,1)}.

itération k=0:

sz

Le problème maître est: maximiser z s.c. z ≤ 2 — ul

… ≥ 0

La solution est zm) =1,u1(0) : l.

Le sous-problème est: ≳∗ ∶ ≩↕≟↥≣≩∍⊂↕⊋ + xâ — xl — x2 + 1} ⋮⋛

La solution est xlm) =xg0) ∶⋛⋅ zw) >z* donc on rajoute au problème maître, la contrainte

, 0) _ (0 _ 1 - 1 _ 1 1
engendree par x1( —x2 ) _î 1.e. X( ) _{(0’0)’(1’1)’(î’î)}'
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itération k=1 :

≤ ∥↕

≤ 2 — ul

Le problème maître est: maximiser 1 se. < ↕
Z _ _.

2

”1 ≥ 0

z… = %, ”1… :] est une solution.

∖ ⋅ ∗ _ - 2 2 _ 1
Le sous—probleme est. z − ↥≩∃⋮↥≸⋮≩∂∁↕ + x2 — x1 — x2 + 1} _ î

∗ ⋅ ∙

z… ≤ z donc on arrête. L’optlmum du dual vaut −≟− et est atteint pour ul : 1.
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Méthodes primales

1. Introduction

On va considérer ici deux méthodes. On les qualifie de primales car elles atteignent la solution du

problème par déplacements successifs dans l'ensemble des solutions réalisables c‘est—à—dire

respectant à chaque itération les contraintes du problème primal. L'avantage d'avoir à chaque

itération une solution réalisable est que si l'on peut se contenter d'une solution sous—optimale on

peut interrompre l'algorithme avant terme. L'inconvénient est que dans le cas de contraintes

quelconques la mise en oeuvre est difficile. On se restreindra ici au cas où l‘ensemble des

solutions réalisables est un polyèdre (contraintes linéaires). Les deux méthodes s'étendent à des

problèmes soumis à des contraintes quelconques mais sont alors de mise en oeuvre plus délicate.

2. Méthode du gradient projeté

2.1. notations, définitions

On considère le problème: minimiser f(x) sous les contraintes

a,- ox sb,- (ie 1), a,- ox =bl- (ie ]) où szn −≻ R, de classe C1 ,I et J finis. Les contraintes

d‘inégalité sont non singulières (Vi ∈ I, Elx réalisable t.q. ai ∙ x < bi).

Pour tout x solution réalisable 1(x) est l'ensemble des indices des contraintes d'inégalité saturées

par x. On fait l‘hypothèse que x vérifie le critère de qualification de l'indépendance linéaire c'est-

à—dire que les vecteurs ai i ∈ 1(x) U J sont linéairement indépendants.

2.2. principe de la méthode

On part d'un x solution réalisable. On détermine la direction d définie par la projection de

—Vf(x) sur l'espace L = {y: ai . y = 0 i ∈ I(x) ∪ J}: d = PL(—Vf(x)) où PL est l'opérateur de

projection orthogonale sur L. —Vf(x) se décompose dans L+ Li: —Vf(x) = d + Eilat-. Par

iel(x)UJ

construction, le déplacement dans la direction ci ne viole pas les contraintes saturées. Si datO le

déplacement se fait jusqu'à atteindre le minimum de f dans la direction d mais en respectant les

contraintes non saturées. On obtient un nouveau point et on réitère. Si d=0 alors

—Vf(x) = ∑↗↘↓⋅∠⇂⋮⋅⋅ Si Vi ∈ 1(x) Ài ≥ 0 alors les conditions de Kuhn—Tucker sont vérifiées et on

ieI(x)UJ

arrête. Si ∃∫∎ ∈ [(x) Âj < 0 alors cela signifie que la contrainte j est inactive sur x. On la retire de

1(x) et on réitère.

2.3. algorithme

soit x une solution réalisable

]) déterminer 1(x)

2) déterminer PL l‘opérateur de projection sur L = {y: ai ∙ y = 0 i ∈ 1(x) ∪ J}

d = PL(—Vf(X))

si diO alors

051 : max{oc ≥ 0: x + (xd réalisable}

soit 052 solution de minimiser f(x + ad) sous la contrainte 0 ≤ a ≤ ⊘∠↕

x ≺−∙ x + azd

aller en 1)

si d=0 alors
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déterminer les coordonnées ii de —Vf(x) dans la base des ai ieI(x)UJ i.e.

ieI(x)UJ

Si Vi ∈ I(x) Ài ≥ ⊖ alors les conditions de Kuhn-Tucker sont vérifiées. FIN.

Sinon soit jel(x) À]. <0 , I(x)<—I(x)—{j} , aller en 2)

Remarques pratiques:

- le choix habituel de j consiste à prendre celui tel que Àj est le plus petit (le plus négatif)

. , —1 ∖ ⋅ ⋅ ↙ .

- l'opérateur PL est détermlne par PL = I — A’ (AAt ) A ou A est la matrice constrtuee des lignes

ai i ∈ I(x) ∪ J . De plus À = (AAt)_1A(—Vf(x)). Sous l'hypothèse de l‘indépendance linéaire des

a,- i ∈ I(x) U ], AAt est inversible.

_ . . . . _ 2 2 . x1+x2 ≥↕

Exemple. sort (P) minimiser f(x1,x2) — x1 + x2 sous les contraintes {xi ≥ ∅⋮ x2 ≥ 0

—x1 —— x2 ≤ —1

On met les contraintes sous la forme —x1 ≤ 0

_JC2 ≤ ()

Itération 1.

Partons de P0 :$) Vf(P0)= (O). On projète (_04)asur L: {y: y2 = 0}, on obtient d =(”04).

052 1
Déterminons le déplacement maximum: ≣−_4a_> O

∣
∧

∣
∧

n
u
l
—
N
—

Z}: 051 ∶⋛ (la troisième contrainte

n'intervient pas par construction de d).

Le minimum de f(2 — 406,0) sous la contrainte 0 ≤ as 4 est atteint en 052—−⋛∣
∣
∣
≻
∖
−
⊾

Itération 2.

Nous obtenons le nouveau point P1 = ((l)). Vf(Pl) : (à). On projète (_02) sur

L = {y: y1 +y2 : 0, y2 = O} = {(g)}, on obtient d = (g). Cherchons les coordonnées de

—Vf(Pl) dans la base (:D,(_01) On a: (_02)=2(:D+(—2)(_01), ce qui montre que la

contrainte —x2 ≤ 0 n'est pas active. On projète (_02) sur le nouveau L= {3}: y] +y2 =D}, on

obtient d = (?). Déterminons le déplacement maximum: loc—>OË)Z 0} => 05 ≤ 1 => 061 =1 (la

première contrainte n'intervient pas par construction de d).

Le minimum de f(1 — a, a) sous la contrainte 0 ≤ a ≤↕ est atteint en 052 ∶⋛

Itération 3.

⊥

Nous obtenons le nouveau point P2=£î]. Vf(P2)=G). On projète (:D sur

2 .

L= {yz yl +y2 :O}, on obtient d =(8). La coordonnée de —Vf(P2) dans la base (:D est 1.

On arrête.
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Les différents points parcourus sont représentés sur la figure 1.

XFO

 

x+x=1

12

figure]

3. méthode du gradient réduit

3 . 1 . Notations, définitions

On considère le problème: minimiser f(x) sous les contraintes Ax : h, x ≥ 0 où f:R" —> R est

de classe C1 , A est une matrice m lignes, n colonnes de rang m<n, b un vecteur de dimension

adéquate.

Rappelons que, quelque soit le polyèdre initial, il est toujours possible de se ramener à ce type de

contraintes.

On définit une partition des variables en Bg{l,…,n} et N= {l,…,n}—B telle que |B|= m et

AB, la matrice formée des colonnes de A indexées dans B , soit inversible.

Quitte à permuter les colonnes, A se décompose en (AB AN) où AN est la matrice formée des

colonnes de A indexées dans N .

XB

xN

indexées dans B et xN est formé des composantes de x indexées dans N. Ainsi

Quitte à permuter les lignes, tout x se décompose en ( ) où xB est formé des composantes de x

Ax = b ⇔ (AB AN)(ïÎ/) = ABxB +ANxN : b et si AB est inversible alors on peut exprimer xB

en fonction de xN par la relation xB : Aälb — AÊANxN .

x1+2x2+3X3—x4=6

Exemple: soit le système {xl −⊦ 3x2 −⊢ 2x3 + 5x4 = 4

. 123—1

I°1A=(132 5)

Choisissons B= {1,3},N= {2,4}. Alors AB = (% â)’AN ∶ (% _51)’ XB =(ï1)’xN ⋮ (?)3 4

(A A ) xB _ 1 3) xl +(2 -—1) x2 _ x1+3x3 + 2x2—x4 _ x1+3x3+2x2—x4

B N xN _ 1 2 X3 3 5 X4 _ X1+2.X3 3x2 +SX4 _ x1+ 2X3 +3x2 + SX4

On fera l'hypothèse de non-dégénérescence à savoir VB t.q. AB inversible, Aglb > 0.

Comme pour la programmation linéaire, il est plus commode d'utiliser la transposée du gradient

de f (vecteur ligne) que le gradient de f (vecteur colonne). On note % : (gl-,..., ;? ): Vft (on 
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aura reconnu la matrice jacobienne de f). De manière similaire aux notations précédentes on note

 af _ Æ. −∂∫ ⋅ Æ_ ∂−∫ af -
Œ—(ale axjn—m) Jk eN et âxB_ (?in axim zkeB.

f peut s‘exprimer en fonction de xN uniquement:

f(xB,xN) = f(Aëlb—ABÎIANxNJN) = f(xN). Le gradient de f est appelé gradient réduit def

∣ ⋅ ⋅ ∂−∫−≖ − _ä −↕ ∂⊥
et sa transposee s exprime par axN − 3x3 AB AN + axN .

Exemple (suite): soit f(x1,x2,x3,x4) = x12 + xâ . On exprime x1 en fonction de x2,x4, on obtient

f(x2,x4)= (—5x2 —17x4)2 ⊹⊃∊≣ et (,,—9,5; %) = (52x2 + l70x4 l70x2 +578x4). On pourra

vérifier ce résultat avec la formule matricielle donnée ci—dessus.

3.2. principe de la méthode

Plutôt que de considérer f , fonction de n variables, on considère Î fonction de n—m variables.

Outre le fait que le nombre de variables est ainsi moins important, l‘intérêt est que ces n-m

variables sont soumises seulement aux contraintes relativement simples de non négativité.

On part d’un point x réalisable et on choisit une partition des variables (B,N) vérifiant les

critères énoncés plus haut.

On va effectuer un déplacement dans la direction opposée au gradient réduit mais en prenant soin

de ne pas rendre négatives les variables indexées dans N et nulles. Notons

_ af _1 af , . , . . . , . .

r——îxg(x)AB AN +a—xN—(x) la transposee du gradient reduit pris au po1nt x . On definit la

direction ci, se décomposant en dB et dN, de la manière suivante:

{0 si r->0etx-=0

∫ ∫ ∫ (jeN)
− ïj Sll'lOl'l

- dN étant défini, dB est déterminé via les contraintes d'égalité par ciB = —Ag1ANdN

Si dNatO le déplacement se fait jusqu‘à atteindre le minimum de f dans la direction d mais en

respectant les contraintes de non négativité des variables. On obtient un nouveau point x'. Si une

de ses composantes dans B , disons s , s'annule on construit une nouvelle partition des variables

B' = B—{s}+ {r} N’ = N+{s}—{r} où r est choisi de sorte que AB’ soit inversible et que x;

soit non nul puis on réitère. Cette opération, appelée changement de base, est nécessaire car sinon

on risque de faire du surplace, la nullité de x; blocant le déplacement suivant. Le fait de faire

passer s dans N permet de contrôler la variation de la coordonnée s qui ne peut être que positive

ou nulle par construction de la direction de déplacement.

Si dN:D les conditions de Kuhn-Tucker sont satisfaites et on arrête.

Théorème

Si la méthode de gradient réduit construit une direction de déplacement nulle, i.e. dN :O, le point

courant x vérifie les conditions de Kuhn—Tucker.

démonstration:

%(x)+,uA—Â=O

Les conditions de Kuhn—Tucker s'écrivent: À ≥ ⊙

fil-xi =() i=l,…,n

Soient ∙∐ ∶ −−∂↙⋛⊥∂≼∝⋟∧≦↕≯ ∕↴∂ ∶ O, ÀN : r : —Ë(x)Ag1AN + %(x). x,,u,À vérifient-ils ces

conditions? Pour la première égalité un simple calcul le montre. La deuxième condition (2. ≥ O)
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est vérifiée car dN : () => r ≥ 0 d‘après la définition de (ZA,. La troisième condition

(complémentarité) est vérifiée car dj = 0 => (rj > 0 et xj = 0) ou (—rj = 0) ∀∫⋅ ∈ N toujours par

définition de dN.

3.3. algorithme

Soit x un point réalisable et une partition des variables (B,N) t.q. AB inversible

↙ ⋅ ∂ —1 a

1) determiner r= −∂−⊋⋛≔⋤≺↧⊃∧∂ AN +"aîf;(x)

d— OSiïj>06txJ'=0 _ d _ _1

j − —rj sinon (] ∊ N)’ B − _AB ANdN

Si debO alors

a1=max{a20:x+ad20}

soit 052 solution de minimiser f(x + ad) sous la contrainte O ≤ a ≤ ⊘∠↕

x ←− x + 05261

si Els ∈ B xs = 0 alors on change de base:

soit r ∈ N t.q. AB’ inversible (B’ = B— {s} + {r}) et x, maximum

B ⇠ B — {s} + {r}

N (— N + {s} — {r}

aller en 1)

sinon FIN.

Remarque pratique:

au cours de l'algorithme, il faut effectuer le changement de base B’=B—{s}+{r}

N’ = N + {s} — {r} et il faut alors calculer Ag}. Ce calcul peut être fait à moindre coût.

—1

On a l'identité A“,1=(A51AB,) Agl

AB, étant obtenue à partir de AB en remplaçant la colonne A… par la colonne AM , on a

1 0 y.] 0 yl

0 '. : ⋮

∧≦↕∆∂↗∶ ∶ ;? _ où Ag‘A{,}= ;;

0 y.… 1 Yin

3
l .0 +) O

_1 0 . :

sip ≠ 0 alors (AEIAB,) : ⋮ %

_Ym

O T 1

On peut donc calculer A5} en prémultipliant A51 par une matrice simple à obtenir.

p est appelé pivot de la colonne r.

Exemple: recon51derons le systeme {xl + 3x2 + 2x3 + 5x4 ∶ 4

123—1

A=(1325)

Choisissons B= {1,3},N= {2,4}. Alors AB = (% %) et Agl : (_12 _31)
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Effectuons le changement de base B’ = {2,3}, N’ = {1,4}

_ —2 3 2 5 2 3 . . _ —1 ⊥ 0
ABIAQ} =( ↕ _1)(3)=(_1) p=57fi0 et donc AB, =(?) 2) est 1nvers1ble (ABIAB,) =(ë 1) et

− l0 —2 3 −−⊋

∧∂∙↕⋮∁≣↕⊐↸↕−↕⊢⊏≣ l5 5

Sous l'hypothèse de non-dégénérescence, l'opération changement de base est toujours possible. En

effet xB +A51ANxN =Aglb>0 et si on note pj le pivot de la colonnej (relatif à xs) on a:

seBt.q. xs =0=> ijxj >0=3rENt.q.prxr$O.

jeN

Exemple (suite): pour B={ 1,3} , on a (g) + A{_1,13}A{2»4}(îî) : Añäb

sont…—f −∃↕⊐⊏≣ ae… ala
soit encore (È) + (_51 îëXîî ) = (g)

X3 =0=>—x2—ÔX4=2

Les pivots des colonnes A2 et A4 (relatifs à x3) sont -1 et —6. S’ils étaient nuls on aurait O=2. On

|
∪
∙
∣
⊏
∖
≻
m
i
n
»

voit que la condition de non—dégénérescence n’est pas nécessaire puisqu’ici A?!) a une

composante (celle associée à x1) nulle et pourtant on peut effectuer les changements de base B—

{1}+{2} et B—{1}+{4}, les pivots (5 et 17) étant non nuls.

, . . _ . . . . 2 2 . xl +x2 ≥↕

Exemple recap1tulat1f. smt (P) minimiser x1 + x2 sous les contraintes {xl ≥ 0, x2 ≥ 0

. ∖ .. . _ 2 2 . x1+x2—X3=1

(P) rev1ent a minlmiser f(x1 ,x2,X3) − x1 + x2 sous les contraintes {xl ≥ O,x2 ≥ 0,x3 ≥ O

2

Choisissons le point initial Po : {O) et B = {3} , N = {1,2}.

l

Itération 1.

On a X3=—1+x1+x2. On en déduit f(x1,x2)=f(x1,x2,—l+x1+x2),

3xN_ ∂−⋅↗∁↥ ∂∍∁⊋
_4

[0]+a{0]20=>{ ⋥⋛∶≻↺∁↕∶≐

1 —4 ↺∠−⊼

1
Le minimum de f(2 — 4a,0,1— 405) sous la contrainte 0 ≤ a 5% est atteint en 052 = 4

−

—4

_âf___(âf ï)=(2x1 2x2) et r=(4 0). La direction de déplacement est d=£ () ]

1

Le nouveau point est P] = (O]. Sa coordonnée 3 est nulle. Il faut effectuer un changement de

0

base. L'indice l est l'indice dans N associé à la coordonnée de P1 la plus grande: on forme la

nouvelle décomposition B = {1} et N = {2,3}.
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Itération 2.

On a x1=1— x2+x3 d'où f(xz,X3)=f(1—x2+x3,x2,x3),

∂− ∂ af af _ 2 _%: (197114. ⊃⋮↙⋚↨∝↕⊹ 873): (—2x1+2x2 2x1)etr=(—2 2). dN—(O) et dB——2 doncla

—-2 1 —2

direction de déplacement est d = { 2 J. [0] + a{ 2 JE 0 => {

0 0 0

I
V

[
A 1

− ∘∠−⊥

≨∠⋛⇒

1 1Le minimum de f(1 — 2a,2oc,0) sous la contrainte 0 ≤ a ≤ % est atteint en 052 : î

Le nouveau point est P2 =
⊂
≻
⊏
∖
≻
∣
⊳
−
⇀
w
l
—

Itération 3.

Le gradient réduit en P2 est r = (0 1) et donc dN = (8). On arrête.

Vérifions que les conditions de Kuhn-Tucker sont satisfaites:

ici A = (1 1 —1)

soient,u=—a—xl(%, %, 0)A1"1 =—2><% =—1 (car A1=1), 2.1=0,(a2 À3)=r=(0 1)

%(%,,2, 0)+—,uA ∣↴⋮ ⊙⇔≼⊋≻≺⊥ 2><%0)—(11—1)—(0 01)=(0 0 0), donc vérifié.

On aura remarqué que l'on a une écriture "transposée" des équations de Kuhn—Tucker.

). ≥ O et les conditions de complémentarités 21 X % = 0, 2,2 X % = 0, 2,3 >< O = 0 sont vérifiées.

Remarque: en partant du même point on obtient des cheminements différents selon le choix du B

initial. Par exemple si l‘on choisit B: {1} et N: {2,3}, on passe par les 3 points

sans changer de base B.a
: Il

⋃
∎
∣
⊧
⇀
⋃
∎
∣
⋅
∣
⊾
⋃
∎
∣
∾

⊳
∶
⊌

II

0
⋃
↿
∣
∪
⊐
m
i
t
o

@
: II

0
N
i
v
—
*
⊏
∖
⊃
∣
⊳
⇀
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Méthodes de pénalité et de barrière

1. Introduction

Le principe de ces méthodes est de transformer le problème initial en un problème sans

contraintes dont la résolution est a priori plus facile surtout dans le cas de contraintes non

linéaires.

2. Méthode de pénalité

2 . 1 . Introduction

La méthode de pénalité est une méthode duale dans le sens où elle atteint la solution du problème

par l'extérieur de l'ensemble des solutions réalisables. Dès que l'on atteint une solution réalisable

celle-ci se trouve être une solution optimale. Cette méthode consiste à résoudre une suite de

problèmes sans contraintes. L'inconvénient inhérent aux méthodes duales est que si l'on arrête

l'algorithme avant terme on ne dispose pas d‘une solution réalisable.

2.2. Principe de la méthode

On considère le problème (P): minimiser f(x) x ∈ S ⊂ R"

A partir de (P) on construit le problème sans contraintes (P”): minimiser f(x) + ,uP(x) x ∈ R”

1) P continue

où ⇂↓∈≀⋜⊹ et PzR” —>R vérifie 2) P(x)ZO war”

3) P(x)=0<=>xeS

P(x) est une pénalité infligée à tout x qui n'est pas solution réalisable de (P).

exemple: pénalité de Courant—Beltrami

Si s={x: gi(x)SO i=1,.,m [tl-(x) =0 i=1,...,p} on peut prendre la pénalité

m 2 p

P(x) = ∑≼⊰∑⊦≺∝≻⋟ + Z(hi(x))2 où gi+(x) = max{0,g,-(x)}

'=l i=l

Intuitivement pour ,a "grand", toute solution (optimale) de (F#) a une pénalité nulle c'est—à-dire

est réalisable pour (P). Mais on ne sait pas a priori quelle valeur assigner à ,u. C'est pourquoi,

pour chercher cette valeur, on se donne une suite (,uk) (positif) strictement croissante et qui tend

vers l'infini (par exemple k).

La démarche des méthodes de pénalité est alors la suivante:

— pour chaque k on résout le problème sans contraintes (Pk): f(x) + [.LkP(x) x ∈ R"

- on obtient (xk) la suite des solutions des (Pk).

Question: la suite (xk) converge-t—elle vers une solution de (P) ?

2.3. Convergence de la méthode

On se donne une suite (,uk) telle que llk+1 > lik > O et qui tend vers l‘infini.
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On note:

— q(x,uk) = f(x)+ukP(x)

— xk la solution de (Pk): minimiser q(x,,uk) : f(x) +,LLkP(x) x ∈ R"

Hypothèse: Vk (Pk) admet une solution xk.

Lemmel

‘I(xk #k)5‘1(xk+1’#k+1)

P(xk)ZP(xk+1)

f(xk)$ff(k+1)

Lemme2

Soit x* une solution de (P). f(x*) ≥ ∠∫≼∍∁∣≺≖∣⊥∣⋐⋟ ≥ f(xk) Vk

Théorème

Sif continue alors toute sous—suite convergente (xkp) converge vers une solution de (P).

démonstration

Soit )? la limite de (xkp ), soit x* une solution de (P).

Les lemmes l et 2 impliquent:

∗

f(xko)+”kpp(xkp )Sf(xk,, )+#ka(xkp )=Q(xkp ,llkp )Sf(x ) (ko <kp)

f(x* )— f(xko )

.ukp

O..< P(xkp )S donc P(xkp )—p—>0 et par continuité de P P(5c') : 0

a? est donc une solution réalisable de (P).

f(xkp ) ≤ ∫↻⊏∗ ) => f(î) ≤ f(x* ) ;? est donc une solution (optimale) de (P).

⊡

Le théorème précédent répond donc, dans une large mesure, affirmativement à notre question

initiale qui posait en fait le problème de la validité de la méthode des pénalités. Le théorème

suivant montre l'existence de sous-suites convergentes.

Théorème

Si f coercive alors Vk (Pk) admet une solution xk, de plus si (P) admet une solution alors la suite

(xk ) est bomée et donc contient une sous suite convergente.

démonstration

q(x,/,tk)=f(x)+ukP(x)Zf(x) car ,ukP(x)20. q(x,uk) est donc coercive et (Pk) admet

une solution xk. Soit x* une solution de (P), f(xk ) ≤ f(x*) ce qui implique par coercivité de f

⊡

que "xk || < ∞
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2.4. Approximation des multiplicateurs de Lagrange

Soit S={x: gi(x)SO i=1,...,m hi(x)=0 i=1,…,p}

On considère la pénalité:

m 2 p

P(x) = 2(gi+(x)) + ∑≼∣↕↙⋅↻∁≻⋟≳ où gl?“ (x) =max{0, gi(x)}
⋅∶↕ ⋅∶↕

2

Lemme: Si g,- est de classe C1 alors (gl-+00) est de classe C1 et son gradient est donné par

Vgi+2(x) = 2gi+(x)vg,- (x).

L’intérêt de ce résultat est que q(x,uk) est de classe C1 et que l’on peut utiliser les résultats

usuels pour chercher son minimum (point critique etc...).

Théorème

Si x* solution de (P) vérifie le critère de qualification de l'indépendance linéaire

Sifet g, h sont C1

. k *

Si xk —>x

alors ∑⇂↓∣∩⇪≵⋅⊹↻∊∣≺⋟⊥≻⋏⊻⋅ et ∑⇂↓∣≺⇂⇂⇂⋅↻⊏∣≺⋟⊥≻↺∅⇂⋅ les multiplicateurs de Lagrange associés

respectivement aux gi (i : l,...,m), hi (i=1,…,p).

démonstration

- x* solution de (P) vérifie les conditions de Kuhn—Tucker:

Vf(x*) + ∑ ↗↯∙∇⊰⇂⋅ (x* ) + â athi(x*) : 0 avec Ài ≥ 0

iel(x*) i=1

L‘indépendance linéaire des Vgi(x*)iel(x*), Via-(f) i=l,…,p assure l'unicité des

Âi ie IW), ai i=l,…,p

m 2 p

− xk solution de (Pk) est un point critique de f(x) + ,uk Z(gi+ (x)) + ,uk ∑∩⇂≵⋅ (x))2 donc:

i=l i=1

Vf(Xk ) ⊹⇂↓∣⊂ ≶∣∑∠⊑↗≴⊹≼∍⊂∣⊂ )Vgi (xk ) ⊹⇂↓∣≺ ⋛↙⊋⇂⇂⇂⋅ (xk )Vhi (xk ) ⋮ ∘

i=l i=1

-il existeKtel que Viæ1(x*)k>K=>gi+(xk)=0 (car gi(x*)<0 et ⊋⊂∣≂⊥≻⊋⊂∗≽

P

k>K Vf(xk)+,uk ∑ 2gi+(xk)VgL-(xk)+,uk22hi(xk)Vhl-(xk)=0

ie1(x*) i=1

Passage à la limite et unicité des solutions permettent de conclure.

_ . . . . _ 2 2 . x1+x2 ≥↥

Exemple. SOIt (P) mimmlser f(x1,x2) — x1 + x2 sous les contraintes {xl ≥ ⊖⋝ x2 ≥ O
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g1(x1,x2)=—x1—x2 −⊢↕≤ 0

On met les contraintes sous la forme g2(x1,x2) : —x1 ≤ 0

g3(x1,x2) : —x2 ≤ O

Résolvons ce problème à l'aide des pénalités de Courant—Beltrami.

giir (x1,x2) : max{O,—x1 — x2 +1}

On pose: g; (x1,x2 ) = max{0,—x1}

g;— (xl ,x2) = max{O,—x2}

La pénalité est: P(x1,x2) = (git(x1,x2))2 + (g;(x1,x2))2 + (g;(x1,x2))2

En prenant uk=k, on doit résoudre la suite de problèmes (Pk): minimiser

2

f(x1,x2)+kP(x1,x2) , (X1,XZ)GR .

f(x1,x2)+kP(x1,x2) est convexe, il suffit de déterminer ses points critiques c'est—à-dire

résoudre l'équation:

3

Vf(x1,x2)+kVP(x1,x2)=Vf(x1,x2)+k22g£l(x1,x2)Vgl-(x1,x2)=0

i=l

1ercas:—x1—x2+l>0,—x1>0,—x2>0

 

2x1 + k(—2(—x1 − x2 + 1) − 2(—x1 )) = 0 ⇒ x1+ k(2x1 + x2 − 1) = 0 ⇒ {(1 + 2k)x1 + kx2 = k

2x2 + k(—2(—x1 − x2 + 1) − 2(—x2)) = 0 x2 + k(x1 + 2x2 − 1) = 0 (1 + 2k)x2 + kx1 = k

=> xl : x2 = (1 +k3k) >O donc impossible.

2ècas: —x1—x2 +1>O,—x1 SD,—xz >0

2x1+k(—2(—x1—x2 +1))=0 ⇒ x1+k(x1+x2 —1)=0

2x2 +k(—2(—x1 —x2 +l)—2(—x2))=0 x2 +k(x1+2x2 —1 =

k(k+1)

x]

=>{(1+k)x1+kx2=k _(k+1)2+k
=>

(l+2k)X2 +kx1=k 262 k

0

donc impossible.

=———>0

(k+1)2+k

3ècas: —x1—x2 +1>0,—x1>0, —x2 ≤∘

Ce cas est symétrique au cas précédent (permuter x1 et x2) donc impossible.

4èCûSI —x1—x2 +l>0, —x1S0, ——x2 ≤⊖

 

2x1+k(—2(—x1—x2+l))=0=:> xl+k(x1+x2—l)=0=>{(l+k)x1+kx2=k

2x2 +k(—2(—x1 —x2 +1))=O x2 +k(x1+x2 —l)=0 (l+k)x2 +kx1=k

k

=>x1_xZ—1+2k

On a trouvé une solution à (Pk). C'est sans doute la seule car f(x1,x2)+kP(x1,x2) est

strictement convexe. Vérifions-le.
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5ècas: —x1—x2 +lSO,—x1>0, —x2>0

2961 +k(—2(—X1))=0 {(l+k)x1=0 _ _ _

{2x2 +k(—2(—x2 )): => (1 +k)x2 =0=>x1— x2 =O donc 1mposs1ble.

6ècas: —x1—x2 +ISO,—x1SO, —x2>0

2x1 :O
x1=0 _ _ ⋅ '

{2x2 −⊦ k(—2(—x2))0∶ =>{Ü ∙⊦ k)xx2__O=> xl − x2 − 0 donc 1mposs1ble.

7ècas: —x1—x2 +lSO,—x1>0,—x2 ≤⊙

Ce cas est symétrique au cas précédent (permuter x1 et x2) donc impossible.

8ècas: _)Cl _JC2 ⊣−↕≤∘∙ _)Cl SO, —XZSO

{âîlz î%=> x1__ x2—− ⊙ donc impossible.

k

La suite des xk=—{1_+_ka] est convergente. D'après théorème, elle converge vers la solution de

1+2k

⊥ k ⊥

⋅ _ 1+2k 2
(P). xk − k _) ⊥

1+2k 2

La solution de (P) vérifie le critère de qualification de l'indépendance linéaire, les fonctions sont

C1 donc les limites suivantes nous donnent les multiplicateurs de Lagrange de (P):

k

2kgl (xk) 2k(—Î_—_+2k—|_1)=Î+2_I2Ck ⋗↕

2ng (xk )—− ⊙

2kg3+ (xk >= 0

3. Méthode de barrière

3 . 1 . Introduction

La méthode de barrière est une méthode primale dans le sens où les déplacements se font à

l'intérieur de l'ensemble des solutions réalisables, une fonction barrière empêchant d‘en sortir.

On résout une suite de problèmes qui par la présence de la barrière sont en pratique sans

contraintes.

3.2. Principe de la méthode

On considère le problème (P): minimiser f(x) x ∈ S ⊂ R”

tel que l'intérieur de S est non vide et pour tout x* solution de (P) tout voisinage V(x*) de x*

rencontre l'intérieur de S. S est dit robuste. Cela signifie que l’on peut atteindre x* par l’intérieur

de S.

B une fonction barrière est une fonction définie sur l'intérieur de S et

1) B(x) continue

tq. 2) B(x)20

3) B(x) —> +oo ssi x s' approche de la frontière de S
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Exemple: S={x:gi(x)SOi=l,…,m} où les gl- sont continues et t.q.

0 O

S: {x:gi(x) <0 i= l,...,m} (S est l'intérieur de S). Sous ces hypothèses la frontière de S est

l‘ensemble {x ∈ S: Eli t.q. gi(x) : O }.

Alors on peut prendre comme barrière:

m

B(x) = −∑ ⊰⋮⋛∝≻ , B(x) : —Î Log(—gi (x)) avec — l ≤ ≜↾↙⋅↻⊏⋟

z=l i=l

 

O 0

On considère le problème: minimiser f(x) + % B(x) x ∈ S où c>0 (S est l'intérieur de S)

Ce problème peut être résolu par des méthodes d'optimisation sans contraintes, les propriétés ] et

3 de la barrière B empêchant de sortir de S.

1
Cependant pour que ce problème soit équivalent à (P), il faut c grand pour que ËB(x) soit

négligeable et ainsi minimiser f(x) sans écarter les éventuelles solutions de (P) situées sur la

frontière de S. La valeur de c n'étant pas connue a priori, on se donne une suite (ck) positive et

strictement croissante qui tend vers l'infini (par exemple k) et on résout la suite de problèmes

0

(Pk) minimiser f(x) + âBÜ‘) x ∈ S. On obtient (xk) la suite des solutions.

Question: cette suite converge—t—elle vers une solution de (P) ?

3.3. Convergence de la méthode

On montre que si f continue, toute sous-suite convergente de (xk) converge vers une solution de

(P) .

Exemple: soit (P) minimiser f(x1,x2) : xl2 + xâ sous la contrainte xl + x2 ≥ 1

On met la contrainte sous la forme g(x1 , x2) = —x1 — x2 +1 ≤ 0

Utilisons la barrière B(x1,x2) : —L0g(x1 + x2 — 1)

On résout la suite de problèmes (Pk):

minimiser x12 + xâ + %(—L0g(x1 + x2 — l)) sous la contrainte xl + x2 >]

Le domaine des solutions réalisables étant ouvert, le minimum est atteint nécessairement en un

point critique. De plus la fonction étant convexe (comme somme de fonctions convexes), tout

point critique est optimum global.

 

On a donc à résoudre: (l)

 

2x1+%(x1+_xlz—l)= 0

2x2 + %(x1+_xlz—l) : O

xl = x2

zx1 ⊹⋛≼≳∝−≖↥↼↕⋟ ⋮ 0

La deuxième équation est du second degré et finalement on trouve 2 solutions au système:

↕≐ ↕⊹≜ 1+ 1+3

x1 = x2 = 4 " . Seule la solution x1 = x2 = 4 " vérifie la contrainte x1 + x2 > 1.

 

On en déduit le système {

 
 

1+ 1+5 _ _ ∙

4 " —>k% donc la suite des solut1ons de (Pk) converge vers la solution de (P).

__1__

x1+x2—l

 

) comme une approximation du

1 ⊥≻↕

Observant le système (1), on peut considérer Âk =%(

 

multiplicateur de Lagrange de (P). Remplacant x1,x2 on obtient Àk ∶⋛
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Méthodes Iagrangiennes

1. Introduction

Ces méthodes consistent en la résolution directe des conditions nécessaires d'optimalité du ler

ordre (conditions de Kuhn—Tucker). Ce sont des méthodes itératives qui partant d‘un point initial

opèrent par déplacements successifs dans l‘espace défini par le produit cartésien des variables

primales et des variables duales (multiplicateurs de Lagrange). Un bon point initial peut par

exemple être obtenu par une méthode de pénalité arrêtée avant terme.

2. Problèmes avec contraintes d'égalité

2.1. Fonction mérite

Soit le problème (P): minimiser f(x) sous la contrainte h(x) : O

hl

où h= ⋮ ,xeR”.

hp

Les conditions nécessaires d‘optimalité du 1er ordre sont:
Vf(x) + Êuiwzioc) = 0

h(x) = o‘=1

p

En utilisant la fonction de Lagrange L(x,,u)=f(x)+2,uihi(x), ces conditions s'écrivent:

i=1

{VL(x,u) = 0

h(x) = 0

On définit la fonction de mérite par m(x, ,u) = ⋛∥∇⊈↙≼⊼≘ ⋅∐⋟∥∑ + %||h(x)]|2

On voit que si on trouve un minimum global de la fonction de mérite on a résolu les conditions

d'optimalité du ler ordre du problème (P).

Proposition

Soit 2 matrices A n >< n, B n >< m, m ≤ n, B de rang m (donc m colonnes linéairement

A B

indé endantes) et A définie positive sur yzB’y = 0 alors est inversible.

p B‘ 0

Notations

Vh(x)=(Vh1(x) Vhp(x)) matrice n lignes dont les p colonnes sont les gradients des hi

(Vh(x)‘ n'est autre que la classique matrice 'acobienne de h(x)).]

Vm le gradient de m par rapport aux variables x .

Vflm le gradient de m par rapport aux variables ∙⊔ ⋅

F(x)={y: Vhi(x)oy=0 i=1,...,p}={y: Vh(x)‘y=0} .

Lemmel

[HL(x,,u)VL(x,u) + Vh(x)h(x))Vm

Le radient de la fonction de mérite vaut :

g i ] ∇⇂≀↻∊≻⋮∇∠≼⊋∊⋮⇂∠≽∇⇂↓⋯
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Lemme2

. (dl
Sort d=

dz

la fonction de mérite dans la direction d est

d

(Vm’ ∇⇂↓⋯⋮⋟∟↙⋥∃⋮ ∇∠≼∝≖⇂↓⋟⋮ HL(x,u)d1 + h(x)’ WL…t d1 + VL(x,u)’ Vh(x)d2

) où dl, d2 sont 2 vecteurs colonnes de dimensions respectives n et p. La dérivée de

Le théorème suivant montre que sous les conditions habituelles de qualification de l‘indépendance

linéaire et les conditions suffisantes d'optimalité du 2ème ordre, un minimum local de la fonction

de mérite est un minimum global de la fonction de mérite.

Théorème

Si HL(x, ,u) le hessien de la fonction de Lagrange est défini positif sur F(x) et si les Vhi(x) sont

linéairement indépendants alors (x,,u) minimum local de m(x,u) est minimum global de

m(x,/.L).

démonstration

(x, ,a) minimum local (sans contraintes) est donc point critique de la fonction de mérite:

Vm _ HL(x,u)VL(x,/.L)+Vh(x)h(x) _ HL(x,,u) Vh(x) VL(x,/1) _(0)

∇⇂↓⋯ ⇀ ∇⇂⇂↻∊≻≴∇∣≟↻∊≖⇂⇂⋟ _ Vh(x)‘ 0 h(x) − 0

D‘après la proposition et sous les hypothèses du théorème, ce système a une solution unique

(Vïrîimi :©

La fonction de mérite est nulle et donc atteint son minimum global en (x, M).

2.2. Méthode du 1er ordre

Cette méthode n'utilise que les dérivées premières des fonctions.

xw)

0u()

x<k+l> x(k) k k k ch) k

= + 06( )d( ) où 06( ) minimise m + ad( ) dans la direction

”(HD ”(k) ”(k)

W −∇∠≼⊋∊⋯≖⊔≺∣≼⋟⋝
h(x(k))

En partant d'un point initial { ) quelconque, on construit la suite définie par:

Théorème

Si HL(x(k),,u(k)) le hessien de la fonction de Lagrange est défini positif au point courant alors la

dérivée de la fonction de mérite au point courant dans la direction d(k) est négative ou nulle et

nulle ssi VL(x(k),u(k)) : O.
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démonstration

ch)

(k)] dans la direction d(k) est (cf. lemme 2)La dérivée de m au point courant (

,LL

—VL(x(k),/,L(k))tHL(x(k),u(k))VL(x(k),,u(k)) _

⊡

du‘) est une direction de descente pour la fonction de mérite mais si VL(x(k),,u(k)) : 0 alors la

dérivée directionnelle est nulle et il se peut que le minimum dans la direction d… soit atteint sans

que h(x(k)) soit nul. Pour pallier à cette imperfection, on peut utiliser la fonction de mérite

modifiée wy(x,,u) : m(x,,u) — yL(x,,u) avec le paramètre )! > 0.

Théorème

Si HL(x(k),/.L(k))— y] est défini positif alors la dérivée de la fonction de mérite modifiée,

w =m—yL, au point courant dans la direction du” est négative ou nulle et nulle ssi
7

VL(x(k),,u(k))=O et kw) =0.

démonstration

Vw),

On a VflL=h et donc (Vuwy

Vm —— WL

= . De manière similaire au lemme 2, la dérivée de

Vflm — 7h

ch)

W (k)
↴∣ ) dans la direction du“) est égale à=m—7/L au point courant {

,u

(wat Vflwyt)d(k)=(th — WU ∇⇂↓⋯↾ − yht) d(k) soit

—VL(x(k) ⋝⇂↓≺∣⊂≻ )” (HL(x(k) ⋮⇂↓≺∣⋖≻ ) _ yI)VL(x(k) ⋝⇂↓≺∣≺≻ ) _ ↴∕∥⇂≵↻∊≺∣≺≻ ⋝∥∅

2 . 3 . Méthode de Newton

La méthode de Newton résout les conditions d‘optimalité {Zë)_ 0 par approximations

linéaires successives c'est—à-dire qu‘à chaque itération on a le système linéaire suivant à résoudre:

VL(x(k),[…L(k))+ HL(x(k),tt(k))(x(k+1)—x("))+ Vh(x(k))(/,L(k+1) −⇊≺∣⊂≻⋟⋮⊖

∟≼∝≺∣≺⋟ ) + Vh(x(k) )! (x“… — )t(") ) = 0

Noter que si h ≡ 0 on retrouve la méthode de Newton des problèmes sans contraintes.

Ces formules peuvent se mettre sous la forme matricielle:

HL(x(k),u(k)) Vh(x(k)) x(k+1) _ x(k) —VL(x(k),,u(k))

Vh(x(k) )f 0 ⇂↓≺∣⋖⊹↕≻ −⇂↓≺∣⋖≻ ∶ —h(x(k)) …

x<k+n _ x(k) )
On ose du‘) =(

P ⋮⇊≺∣∉⊹↥≻ _ ”(k)
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Remarque: si HL(x(k),p(k)) est défini positif sur F(x<k>) et si les ∇∣⊄↙⋅≺⊋∊≺∣∊≻≻ sont linéairement

indépendants alors le système (1) admet une solution unique dU‘) (cf. proposition section 2.1).

Théorème

La dérivée de la fonction de mérite au point courant dans la direction du‘) solution de (l) est

négative ou nulle et nulle ssi VL(x(k),fl(k)) : 0 et h(x(k)) : 0.

démonstration

x<k>

(k)) dans la direction du‘) solution de (l) est (lemme2)La dérivée de m au point courant (

#

—VL(x(’°),y,(k) )’ VL(x(k),[.L(k) )_ h(x(k) )‘ h(x(k))= —”VL(x(k),/1(k))“2 —||h(x("))”2

⊡

d… est une direction de descente pour la fonction de mérite et un minimum dans cette direction

vérifie les conditions de Kuhn-Tucker du problème (P). Pour assurer la convergence de la

méthode de Newton, on en déduit naturellement l'algorithme qui suit.

Partant d'un point initial quelconque, on construit la suite:

(k+1) (k)

x k = x + a(k)d(k) où au“) minimise la fonction mérite dans la direction dU“) solution
”( +1) ”(k)

de (1)

2.4. Relation entre la méthode de Newton et les problèmes quadratiques

Le système (1) peut se réécrire:

HL(x(k) ,lu(k)) Vh(x(k)) £x(k+1) _ x(k)] _Vf(x(k))

Vh(x(k))t 0 ”(HD —h(x(k))

On constate que si l'on pose y=x(k+1) —x(k), ⋅⇊ =u(k+1), ces conditions sont les conditions

d'optimalité du ler ordre du problème quadratique suivant:

minimiser %y ∙ HL(x(k),,u(k) )y + Vf(x(k)) ∙ y sous les contraintes Vh(x(k) )t y + h(x(k) ) = 0

Les contraintes de ce problème sont une approximation linéaire des contraintes du problème (P)

initial.

3. Problèmes avec contraintes d'égalité et d'inégalité.

Soit le probleme (P): minimiser f(x) sous les contraintes g(x) ≤ 0 et h(x) = O

8} hi

oùg= : ,h= : ,xeR”.

g… hp

3.1. Programmation quadratique récursive (Wilson)

La méthode de Wilson est basée sur la relation établie précédemment entre la méthode de Newton

et les problèmes quadratiques et résout à chaque itération un programme quadratique sous

contraintes linéaires.
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On considère maintenant la fonction de Lagrange L(x,it,u) : f(x) + Â ∙ g(x) + ,u ∙ h(x) c'est-à-

dire intégrant les contraintes d'inégalités.

La méthode est la suivante:

— soit (x(0),À(0), ”(O) ) un point initial. Poser k=0.

- résoudre le problème P(k): minimiser %yOHL(x(k),À(k),/1(k))y+ Vf(x(k)) oy sous les

Vg(x(k) )t y + g(x(k) ) ≤ ⊙

Vh(x(k) )t y + h(x(k) ) = 0

- soit ya” une solution et Â(k),,u(k) les multiplicateurs de Lagrange associés respectivement aux

contraintes d'inégalité et d'égalité du problème P(k).

√⊪∐⋮√↭⊹≯⋯

)t(/(+1) ∶ )t(/()

k 1 k⇊⊓⇝⋮⇊∪

− faire k <— k +1 et réitérer.

contraintes

- poser

Si à une itération k yu“) =O alors x(k),/1(k),u(k) vérifient les conditions d'optimalité du 1er

ordre du problème (P).

3.2. méthode des contraintes actives

Le principe est de se ramener à chaque itération à un problème comportant uniquement des

égalités (appelées contraintes actives) que l'on peut résoudre avec l‘une des méthodes exposées

dans le paragraphe précédent. On présente la méthode dans le cas de contraintes générales mais

elle est de mise en oeuvre simple surtout dans le cas de contraintes linéaires.

On note I(x) = {i : g,- (x) = O} l'ensemble des indices des contraintes d'inégalité saturées par x .

La méthode est la suivante.

On part de x<°> réalisable. W”) = 1(x<°)), k=().

Minimiser f(xU‘) + d) sous les contraintes gi(x(k) + d) = 0 i ∈ WU‘), h(x(k) + d) = 0

Soit du“) une solution et À les multiplicateurs de Lagrange associés aux contraintes g.

Si d(") = 0

si À ≥ 0 alors FIN (les conditions de Kuhn-Tucker sont vérifiées)

sinon soit i ∈ WU‘) ∕↧⊻⋅ < 0, W“… = WU‘) − {i}, k=k+1 et réitérer.

Si d… ≠ 0

déterminer et maximum tel que a ∈ [0,1] et xU‘) + ad“) soit réalisable. Soit a

obtenu.

√⊪∐∶√↦⊹∩↭∱↭

W(k+1) ∶ [(x(k+1))

k=k+1 et réitérer.

(k) ainsi

Dans le cas de contraintes linéaires (plus exactement affines)

gi(x) : ai ∙ x — bi , hi(x) = Ci ∙ x —di, a… est simplement déterminé par les relations:
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La linéarité des contraintes h fait que le déplacement oc(k)d(k) est toujours possible puisque

0 : hi(x(k) +d(k)) = ci ∙ (x(k) + d(k))— d,- : ci ∙ x(k) — dl- + c,- ∙ d(k) : ci ∙ d(k)

Dans le cas de contraintes h non linéaires il se peut que le déplacement a(k)d(k) ne respecte pas

les contraintes h et il faut alors envisager des procédures plus complexes.

4. Problèmes quadratiques

On considère le problème quadratique suivant:

minimiser c ∙ x + %x ∙ Hx

_ Ax ≤ b

sous contraintes

x ≥ 0

où H est une matrice carré symétrique d’ordre n, c vecteur de n lignes, A matrice m lignes n

colonnes, b vecteur colonne de m lignes.

Les conditions de Kuhn et Tucker de ce problème ont une structure particulière. Elles se

présentent sous la forme d’un système d’équations linéaires avec des contraintes de

complémentarité appelé LCP de l’anglais linear complementary problem.

Il existe de nombreux algorithmes pour résoudre ce type de problème. La plupart reposent sur

les concepts de variables de base et hors-base et se résolvent par des méthodes de pivot. Ici on

présente la méthode du pivot de Lemke.

On introduit le vecteur y des m variables d’écart du système Abe de sorte que Ax+y=b avec

yZO. On note u le vecteur des m multiplicateurs de Lagrange des contraintes Abe et v le

vecteur des n multiplicateurs des contraintes —x£0.

Les conditions de Kuhn et Tucker du problème quadratique s’écrivent alors:

Ax+y=b

—Hx—A‘u+v=c

x°v=0,u°y=0

x,y,u,v20

La première ligne spécifie que x est réalisable (i.e. vérifie les contraintes).

La deuxième ligne n’est autre que les conditions de Kuhn et Tucker liant les gradients de la

fonction objectif et des contraintes Ax—bSO et —xSO par l’intermédiaire des multiplicateurs de

Lagrange.

La troisième ligne est l’expression des conditions de complémentarité entre les contraintes et

les multiplicateurs de Lagrange (le multiplicateur d’une contrainte non saturée est nul).

La quatrième ligne est là pour rappeler que les variables du problème doivent être positives ou

nulles ainsi que les multiplicateurs (car ceux—ci sont associés à des contraintes d’inégalités).

O —A _ b _ y _ u

En posant M—(At H),q—(C),w—(v),z—(x)

les conditions de Kuhn et Tucker se mettent sous la forme

w—Mz=q, zow=0, z20,w20

qui est la forme usuelle d’un LCP.
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Noter que la positivité des variables permet l’écriture regroupée (sous la forme d’un produit

scalaire) des conditions de complémentarité.

On note p=m+n . On a donc 2p variables (z et w) et p contraintes d’égalités. Les conditions de

complémentarité entrainent que seulement la moitié des variables peuvent être non nulles soit p

variables qui sont alors déterminées de façon unique par le système d’égalités qui est de rang p.

On partitionne donc les variables en 2 ensembles de p variables: les variables hors base nulles

et les variables de base déterminées par le système d’équations. Noter que les variables de base

doivent être positives ou nulles, on dit alors que la base est réalisable.

4 . 1 . Résolution de LCP

Si qZO alors w=q et z=0 est une solution de LCP et celui—ci est alors résolu.

Supposons donc que (] comporte au moins une composante négative.

On introduit alors une variable supplémentaire ZOZO dite variable artificielle que l’on ajoute à

chacune des égalités du système:

w — Mz = q + 201 (où 1 est le vecteur colonne formé de p 1)

En posant zo = {pau—(1j) et w=q +zO1 on obtient des variables w positives ou nulles. Mais par

—J—P

contre zO>0 et par conséquent LCP n’est pas résolu. Il faudrait pour cela annuler zo en la

faisant passer hors-base par exemple.

On dit que (w,z,zO) est une solution de base presque complémentaire si zO est en base,

exactement une des variables wj, zj est en base pour j=l à p et jis, où 5 est tel que les deux

variables ws, zx sont hors base. Si les variables sont de plus positives ou nulles on dit que la

base presque complémentaire est réalisable.

L’algorithme du pivot de Lemke que nous allons présenter, passe de base presque

complémentaire réalisable en base presque complémentaire réalisable jusqu’à ce que 20 sorte de

base. Le passage d’une base à l’autre se fait par une méthode de pivot classique qui permet de

rentrer une variable en base alors qu’une autre en sort. Un tableau est associé à chaque base

parcourue le long de l’algorithme.

Algorithme de Lemke

initialisation

Si qZO STOP (LCP est résolu en posant w=q et z=0)

Initialiser le tableau avec la solution de base (non réalisable) w=q (en base), z=0, zo=0 (hors

base).

Déterminer l’indice s réalisant —qs = max (——qj), pivoter à la ligne s et la colonne @ (zO entre

ISjSp

en base et w.. en sort).

 

Poser ys=zS

itérations

]. Soit ds la colonne du tableau sous la variable y,. Si ds ≤⊖ aller en 2.

Déterminer l’indice r réalisant min {jj : djs > 0} où a? est le membre droit du tableau.

lSjSp 15

Pivoter à la ligne r et la colonne ys (ys entre en base et la variable à la ligne r en sort).

Si la variable qui sort de base est 20 , aller en 3.

Si la variable qui sort de base est wl , poser ys=zl et aller en 1.

Si la variable qui sort de base est z; , poser ys=w1 et aller en l.

2. STOP On a détecté un rayon et LCP est non résolu (sauf si Zo=0)

3. STOP LCP est résolu
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Commentaires

- Lorsqu’on s’arrête par 3., la solution de LCP est obtenue en mettant les variables de base aux

valeurs données dans le membre droit du tableau et les variables hors-base à zéro.

— Le vecteur directeur du rayon détecté en 2. est le vecteur construit de la façon suivante:

on met 1 pour la variable ys (qui rentrait en base), —ds pour les variables de base et O pour le

reste des variables. Si l’on note ∆ le vecteur ainsi construit et (w*,z*,z %) la solution de base

obtenue au moment de la détection, on peut vérifier que les points (w *,z*,z*0)+ÀA sont de

coordonnées positives ou nulles, verifient w — Mz : q + 201 et les conditions de

complémentarité, ceci pour tout ÀZO.

— Pivoter est l’opération qui permet de passer d’une base à l’autre. Supposons que l’on soit à

une itération quelconque de l’algorithme. Soit ds la colonne du tableau sous la variable entrante

ys et r l’indice de la ligne de la variable sortante. Pour passer d’une base à l’autre il suffit de

 

 

 

d .

1 0 − di; 0

0 ∎ ⋮

prémultiplier le tableau courant par la matrice P= div , matrice carrée

⋮ 1

_de

d
r.\'

d’ordre p égale à l’identité à ceci près que la colonne r vaut — dl ds sauf sur la ligne r où le
TS

coefficient vaut dl . L’élément d… qui joue un rôle central, est appelé pivot.
l‘.\'

 

 

Au début de l’algorithme, le tableau est, à une permutation des colonnes près, la matrice

(I,— M,— 1, q) représentant le système w —— Mz — 201 = q où 1 est la matrice identité d’ordre p.

Si T est le tableau à une itération k, PT sera le tableau à l’itération suivante k+l. On retrouve

la même matrice P de passage d’une base à l’autre dans l’algorithme du gradient réduit (se

référer à ce chapitre pour des explications complémentaires).

4 . 2 . Traitement d’un exemple

Considérons le problème suivant:

- 2 2
min x1 + x2 + x1 — 2x2

3x1 + )c2 ≥↕

s.c. > 0

x1,x2 _

Ecrivons les conditions de Kuhn et Tucker:

—3)c1—x2 + 371: —l

—2x1+3u1 +v1=l

—2x2 +u1 +v2 =—2

1,41);1 : O,v1x1= O,v2x2 : O

)c1,x2,yl,u1,v1,v2 20

On introduit la variable artificielle m sur chaque ligne et on recopie le système obtenu dans le

tableau initial. On obtient:
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La base est non réalisable (le membre droit a des composantes négatives). On fait sortir v2 de la

base (composante du membre droit la plus négative) et entrer @. On pivote. Expliquons en

quoi cela consiste. Pivoter revient à exprimer les variables de la nouvelle base en fonction des

(nouvelles) variables hors—base. Pour cela on divise la ligne correspondant à la variable qui sort

(vz) par le pivot c’est-à-dire l’élément à l’intersection de cette ligne et de la colonne entrante

(20), ici —1 (le pivot est indiqué en gras). Après ceci on obtient un 1 dans la colonne entrante

(20) à l’intersection de la ligne sortante (122). On modifie les autres lignes de façon à faire

apparaître un zéro dans le reste de la colonne entrante (10) Pour modifier une ligne on

additionne cette ligne à la ligne sortante (vz) multipliée par le coefficient qui convient de façon

à faire apparaître un zéro dans la colonne entrante (Z0)- Cette opération revient à prémultiplier

le tableau par la matrice P explicitée dans le paragraphe précédent (voir commentaires). On

obtient:

 

V2 est sortie de la base donc x2 doit rentrer. La variable de base qui doit lui laisser la place est

celle qui réalise le minimum des ratios {%,%,%} obtenus en faisant les composantes du membre

droit sur les composantes positives de la colonne sous x2. Donc yl qui réalise le min sort de

base (ici on aurait pu prendre aussi bien Zo)- On pivote et on obtient:

 

yl est sortie de la base donc ul doit rentrer. La variable de base qui doit lui laisser la place est

celle qui réalise le minimum des ratios {%,fi c’est-à—dire @ . On pivote et on obtient:

 

m est sortie, on s’arrête. La solution est x2 = ] vl : l ul : O et le reste des variables est 0.

Considérons maintenant le problème suivant:

- 7. 2
min x1 + x2 — 2x1x2 + x1 — 2x2

3x1+x2 ≥↕

S.C. > 0

x1,x2 _

Ecrivons les conditions de Kuhn et Tucker:

—3)c1—x2 + y1= —l

—2x1+2x2+3u1+v1=l

2x1—2x2+u1 +v2 =—2

u1y1= 0,v1x1= 0,112):2 = ()

x1,x2,yl,u1,vl,v2 ≥ 0
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On introduit la variable artificielle @ sur chaque ligne et on recopie le système obtenu dans le

tableau initial. On obtient:

 

La base est non réalisable (le membre droit a des composantes négatives). On fait sortir V2 de la

base (composante du membre droit la plus négative) et entrer zO. On pivote et on obtient:

 

vz est sortie de la base donc x2 doit rentrer. La variable de base qui doit lui laisser la place est

celle qui réalise le minimum des ratios {1 Â ≟ obtenus en faisant les composantes du membre

droit sur les composantes positives de la colonne sous xz. Donc V1 qui réalise le min sort de

base. On pivote et obtient:

X1 2 20x 1 ”1 V1 V2

yl -4 0 1 1/2 -1/4 -3/4 0

x2 -1 1 0 1/2 1/4 -1/4 O

20 0 0 0 -2 -1/2 -1/2 1

v1 est sortie de la base donc xl doit rentrer. La colonne sous la variable xl n’a aucune

composante positive. On a détecté un rayon et on s’arrête. Comme @ est non nul les conditions

de Kuhn et Tucker ne sont pas résolues. Le rayon est l’ensemble des points de la forme

   

  

x1 0 1

x2 % 1

y1 % 4

“1 = O +?» 0 avecîtZO.

v1 0 0

v2 0 O

zo % 0

Montrons que le minimum du problème est non borné. Pour cela considérons la direction d

obtenue en prenant les deux premières composantes du vecteur directeur du rayon (relatives à

1

x1,x2): d =(1). Etant donné un point réalisable (vérifiant les contraintes du problème) par

_1.

exemple ⊋⊱∶⊏↕∃⇄⊐⋝ les points de la forme Î+M avec ÀZO sont réalisables (car

4

3d1 + (12 = 4 ≥ 0). Evaluons la fonction objectif pour ;? + M. On obtient −∺ — À soit une valeur

qui décroit indéfiniment quand À devient infiniment grand.
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4.3. Propriétés de l’algorithme du pivot de Lemke

Sous l’hypothèse de non dégénérescence (i.e. toute variable en base n’est jamais nulle),

l’algorithme de pivot de Lemke ne repasse jamais par le même point (la même solution de base

presque complémentaire) et donc l’algorithme s’arrête en un nombre fini d’itérations.

Pour la résolution des conditions de Kuhn et Tucker, si l’algorithme se termine par une

détection de rayon il n’est pas certain que cela signifie que les conditions de Kuhn-Tucker soient

sans solutions. Cependant on peut prouver que l’algorithme se comporte bien au moins dans le

cas d’un objectif convexe (mais aussi dans quelques autres cas). Mais l’expérience montre que

lorsque ces conditions ne sont pas remplies l’algorithme se comporte la plupart du temps

correctement. On a le théorème suivant.

Théorème

Sous l’hypothèse de non dégénérescence, si l’ensemble des solutions réalisables (les points

vérifiant les contraintes Abe, xZO) est non vide et si H est semi—définie positive alors soit

l’algorithme résout les conditions de Kuhn et Tucker et trouve donc un minimum (ici global car

l’objectif est convexe), soit l’algorithme se termine par une détection de rayon et dans ce cas le

problème n’admet pas de minimum (minimum non borné).
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