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OPTIMISATION SANS CONTRAINTES



1. Probleme

Soient f:D — R définie sur Dc R" et X< D. On se pose le probleme: minimiser
f(x), xe X. Résoudre ce probléme consiste soit a montrer que min{f(x): x € X} n'existe pas,

soit & trouver x € X tel que f(x*)zmjn{f(x): x € X} (c'est-a-dire f(x*)Sf(x) VxeX),

X est appelé solution du probléme tandis qu'un élément de X quelconque est appel€ solution

réalisable ou admissible. f est appelée fonction objectif.

On définit les mémes notions pour maximiser. On peut remarquer quun probleme du type
maximiser peut se ramener a un probléme du type minimiser de la maniére suivante: minimiser

-f puis prendre I'opposé du minimum (s'1l existe).

exemples:

X

- minimiser ¢~ , x <0 n'a pas de solution.

- maximiser e¢” , x <0 admet x*=0 pour solution.
- minimiser x , x >0 n'a pas de solution.
- minimiser x , x =0 admet x*=0 pour solution.

Si X=D (on minimise f sur son ensemble de définition) le probléme est dit sans contraintes.
exemples:

- minimiser x{ + x3 (x,x,) € R*.Ici D=R*
- minimiser Log(x),x>0. Ici D =]0,+eo|

S1 X#D le probléme est dit sous contraintes.
exemples:
2

- minimiser x{ + x5 sous la contrainte x; +x, =1. Ici X = {(xl,xz) e R*: x; +x, > 1}

- minimiser Log(x) sous la contrainte x >1. Ici X =[1,+oo|

2. infimum, minimum

S1 le probleme a une solution x alors mf{f(x): xe X}=min{ f(x): xeX}——-f(x*). Par
contre, 1l se peut que l'infimum existe mais que le probleme n'ait pas de solution. Par exemple

inf {e” : x <0}=0 mais le probléme de minimisation correspondant n'a pas de solution, de méme
inf{x : x>0}=0 (cf. les exemples 1 et 3).

On dispose des théoréemes suivants qui permettent d'atfirmer l'existence de mmimum dans
certains cas précis.

Théoreme du maximum
Si f continue, si X compact alors min{ f(x): x € X} et max{f(x): x € X} existent.

Corollaire (fonction coercive)

S1 f contfinue et " Hlim f(x)=++e,si X=R" alors min{f(x): x € X} existe.
x[[—+oo



3. Notations

Dans la suite on adoptera les notations suivantes:

- xXey= z:;l x;y; est le produit scalaire des vecteurs x ety .

1/2
2
el =rex =3, %7 )

_ B(Jc’k ,r) = {x: X—x |< r} désigne la boule ouverte de centre x ™ et de rayon r.

est la norme du vecteur x. .

- Etant donnée une matrice A, A’ désigne sa transposée.



Résultats généraux sur les extrema d'une fonction

1. Rappels

1.1. Développement d'une fonction numeérique

1.1.1. Formule de Taylor (ordre 2)

f:DcC R"™ — R, de classe C2 sur I'ouvert D, x*,x e D tels que [x*,x] c D, dze ]x* ,x[ tel que

f(x)=f<x*>+Vf(x*>-(x—x*)+-;—(x—x*)-Hf<z)(x—x*>

\ 4 2 g) A
L O oy o 22
8)61 8x18x1 8)618.}‘6”
ou VF(.)= : CHf ()= 5 5
o (.) f;zf () - 0° f ()
oxp y \ ox,, 0x1 ox, 0x,, ,

1.1.2. Autre formulation

Pour tout x € B(x* , r) c D

f(x)=f(x*)+Vf(x*)t(x—x*)+%(x-—-x*)-Hf(x*)(x—x*)+ X—x 2e(x-—x*)

ou £ est une fonction telle que lim €(k) =0
n—0

1.2. Matrice réelle symétrique et forme quadratique

1.2.1. Définition

Soit A matrice carrée d'ordre n, réelle, symétrique et Qa(y)=ye. Ay la forme quadratique
associée, A et 04 sont dites:
- semi-définie positive (resp. négative) ssi Q4 (y) 20 (resp. <0) Vye R"
- définie positive (resp. négative) ssi Q4 (y)>0 (resp. <0) Vy#0€ R"
- indéfinie ssi dy,ze R" telsque Q4 (y)>0 et Q4 (z) <0

. I -1 2 2 2 2 - ..
exemple: A= (_1 4 ), Q.M =yi +4y5 =2y, =(y; = ¥,)  +3y; est strictement positif
V(y;,y,)#(0,0). A et Q4 sont donc définies positives.

1.2.2.  critéres pour reconnaitre une matrice définie, semi définie positive ou neégative:

1.2.2.1. les valeurs propres

- A est semi-définie positive (resp. négative) ssi toutes ses valeurs propres sont 20 (resp. <0)
- A est définie positive (resp. négative) ssi toutes ses valeurs propres sont >0 (resp. <0)
- A est indéfinie ssi elle admet une valeur propre >0 et une valeur propre <0



exemple: les valeurs propres de Az(jl _41) sont les racines du polyndme caractéristique

det(A—Al)=(1-A1)(4—-A)—1 soit A =2 5/1—3 et 2.2=5_%ﬁ§-. A1 et A, sont strictement

positives et donc A est définie positive.

1.2.2.2. les mineurs principaux

(a11 ap - ay,)
: a azp 4 a 412 :
S1 A=] e e " | alors Ay =ay1,A9 = 1 ,....A, =det(A) sont les mineurs
d12 422
\%n 42n " App )

principaux de A.

- A est définmie positive ssi A, >0 k=1,...,n

- A est définie négative ssi (=1)*A, >0 k=1,...,n

-1 Ap >0 k=1,...,n—-1etA, =0 alors A est semi-définie positive

- 81 (—l)k Ap>0k=1,...,n—1etA, =0 alors A est semi-définie négative
- 81 A, <O ets1n est pair alors A est indéfinie

exemple: A = (__11 _41) A1 =1,A, =3. A est donc définie positive.

1.2.2.3. décomposition en carrés de formes linéairement indépendantes

[l existe n réels o; et n formes linéaires [; linéairement indépendantes tels que

)
2
04(y)= 2 a;(L;(»)
(=1
- A est semu-définie positive (resp. négative) ssi «; =0 Vi (resp. <0)
- A est definie positive (resp. négative) ssi ; >0 Vi (resp. <0)
- A est indéfinie ssi dog; >0, dor; <0

La méthode de Gauss donne une expression de Q4 en somme de carrés de formes indépendantes.

2
S1 a;1#0, on a QA(y)zai(%-a%;(y)) +g(y) ou g¢g(y) est une forme quadratique
11 1
indépendante de y;. On pose [ (y) = a%;(y ) qui est bien linéaire.
1

. J 0 .
S1 aj1 =ay =0 et a;p #0, on a QA(y):%(% %;fy))(% %‘;ﬁy)}—l-q(y) ou g(y) est une

forme quadratique indépendante de y; et de y,. Dans cette derni€re expression on peut faire

apparaitre la différence de deux carrés et on a
( 2 2
_ 1 [ {92 3Q,4(y)) _(3QA(y_)_ 3QA(y)) O
2 (y) 84y, \( dy, ’ 2% M Y, y ta(y). . pose
_d0,(y) |, 90,4(») _00,(y)  dQ () . STV 1
[1(y)= o, + o, et [H(y)= 9y, En qui sont bien lin€aires et indépendantes.

En utilisant ces formules on peut de proche en proche décomposer Q4 en une combinaison
lin€aire de carrés de formes linéaires linéairement indépendantes.

17" o e i — e e a = = [ —



1 -1
exemple: A=(_1 ), Oa (y)=y12 +4y% —2y1y7.

a1 =1# 0 et la méthode de Gauss donne Q4 (¥) =(y1 = ¥2 )2 + 3y§.
ay, =4#0 et si on applique la méthode de Gauss en commengant par la variable y, on obtient

2 2
04 (Y)=7%(-y1 +4y2) +%y1.
La décomposition n’est donc pas unique mais dans les deux cas on constate bien que les
coefficients ¢r; sont strictement positifs et que la forme est donc définie positive.

2. Définitions des différents types d'extremum

f:Dc R" =R, x e D, on dit que f admet en x™* un:

- minimum global sur D ss1 f (x* )< f(x) Vx e D. Si l'inégalité est stricte pour x#£x* on dit que
le minimum est strict.

- minimum local ssi1 E.B(x* , €) tel quef(x* )< f(x) Vxe D B(x*  €). S1 1''négalité est stricte
pour x#x* on dit que le minimum est strict.

On définit de maniére analogue maximum global, global strict, local, local strict.

x* est dit point critique si Vf (x* )=0.

remarque: x* minimum global => x* minimum local (de méme pour maximum)
La réciproque est vraie dans certains cas particuliers, par exemple f convexe (concave pour
maximum). Le cas des fonctions convexes sera étudié dans un chapitre ulterieur.

3. Conditions d'optimalité

Les conditions qui suivent sont établies pour des minima. Remarquant que tout x* maximum de f
est minimum de -f, on déduit facilement les conditions pour les maxima.

3.1. conditions nécessaires d'optimalite

3.1.1. conditions du ler ordre

f:Dc R"™ = R de classe Cl sur D ouvert, si x € D est un minimum local (a fortiori global) de

falors Vf(x )=0

3.1.2. conditions du 2éme ordre

f:Dc R"™ — R de classe C? sur D ouvert, si x & D est un minimum local (a fortiori global) de

falors Hf(x ) est semi-définie positive.
3.2. conditions suffisantes d'optimalité

3.2.1. optimalité locale

f:Dc R" — R de classe C2 sur D ouvert, si x €D est un point critique (Vf(x* )=0) et s1

Hf (x ) est définie positive alors x* est un minimum local strict.



remarque: si on relache la condition Hf (x ) définie positive a semi-définie positive alors x*

. oy *k
n'est pas forcément un minimum. Considérer par exemple f(x)= x> etx =0

3.2.2. optimalité globale

f:Dc R"™ — R de classe C2 sur D ouvert, si x €D est un point critique (Vf(x$ )=0) et s1
Vze D Hf(z) est semi-définie positive (resp. définie positive) alors x* est un minimum global
(resp. global strict).

remarque: la condition Yz e D Hf(z) est semi-définie positive est €quivalente a f convexe sur
D. Le cas particulier des fonctions convexes sera abordé dans un chapitre ultérieur.

4. Points selle

f:Dc R" = R de classe C2 sur D ouvert, si x €D est un point critique (Vf(x* )=0) et si

Hf (x" ) est indéfini alors dd;,d, tels que f (x* + tdq ) admet un minimum local strict en =0 et

f (x + td~ ) admet un maximum local strict en #=0. On dit que x* est un point selle.

5. Démarche pour trouver les extremums

- recherche des points critiques
- pour chaque point critique x*,

: K e s . . , . .. . .
- si Hf (x ) est défini positif (resp. négatif) x* est un minimum (resp. maximum) local strict.
- s1 Hf (x* ) est indéfini x* n'est pas un extremum.

- s1 Hf (x* ) est semi-défini positif (resp. négatif) alors on ne peut pas conclure et 1l faut faire
une étude locale plus précise éventuellement avec un développement de Taylor a un ordre

supérieur.

exemples:
) 3
- f(x)=(x*-1)", xeR

2
De 1'équation f'(x) = 6x(x2 — 1) =0, on déduit les 3 points critiques O, 1, -1 .
£”(0)=6>0 le hessien au point 0 est défini positif donc 0 est un minimum local.
F”(1)= f”(=1) =0 les hessiens aux points 1 et -1 sont semi-définis positifs donc on ne peut pas

conclure. Une étude plus fine de f autour de ces points (voir le graphe) montre que ce ne sont

pas des minima.
On remarque que f est coercive donc elle posséde un minimum global qui ne peut €tre que le

point O.

- f(xl » X7 ) = xf — 121’1}62 T 8)63 . (xl,xz) & R2

f admet 2 points critiques (0,0) et (2,1).

Hf (0,0) est indéfini donc (0,0) n'est pas un extremum.

Hf (2,1) est défini positif donc (2,1) est un minimum local strict.

Par contre f n'admet pas de minimum global puisque lim f{x1,0)=—co.
X1—2—°°

remarque: la recherche des extremum globaux est plus difficile. L'obtention simple des minimas
globaux, par exemple, exige des conditions fortes sur f telles que convexité, coercivite.
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Fonctions convexes

1. Ensembles convexes

1.1. Définition

Cc R", C est dit convexe ssi Vx,yeC,VA€[0,1],(1-A)x+AyeC ie. [x,y|]cC , ou

déf.
[x,y]| = {(1—A)x+ity:ﬂ,e[0,l]}.

Par convention @ est convexe.

Remarque: Vx,y e C I'application fy,:[0,1]— C définie par fy,(A)=x+A(y - x) est continue
et par conséquent convexité est un cas particulier de connexité€ par arcs ou f, est affine.

1.2. Combinaison convexe

1.2.1.  Définition
Soient un entier p=1, x; € R"i=1,2,...,p, on appelle combinaison convexe de xj,x9,...,Xx p

I'élément de la forme »7 A;x; o 3.7, 4;=1,4; 20i=1,.

Exemple: tout point de [ x, y| est une combinaison convexe de x ety (p=2 dans ce cas).

1.2.2. propriété
Soit Cc R", C est convexe ssi il est stable par combinaison convexe de ses éléments i.e.

P Jix; €C, Vp21entier, Vx; €C, VA;20i=1,...,p telsque 37 A; =1.

2. Fonctions convexes

2.1. Définition et propriétés

2.1.1. Définition

Soit f:CcR" —> R, C convexe, on dit que f est convexe ssi Vx,yeC,VA€|0,1},
f((l—;L)x+ly)£(1—ﬂ.)f(x)+/'l,f(y).

On dit que f est strictement convexe ssi I'inégalité est stricte pour x#y et A € |0,1].

On dit que f est concave (resp. strictement) ssi -f est convexe (resp. strictement).
Cette définition revient a changer le sens de 1'inégalité dans la précédente définition.

exemple: la norme est une fonction convexe car [|[(1— 24 )x + Ay| < (1—A)jx|+ Ally| VA €[0,1]

2.1.2. Propriétés d'équivalence

Les 3 propriétés suivantes sont équivalentes:
- f convexe

(Zp Aix; ) Eiﬂvif(xi) , VA; 20 i=1,...,p tels que Ep A; =1

déf
- Epif est convexe ot Epif = {(x,ax)e CXR: f(x)< o |




2.1.3.  Proposition

Si f est strictement convexeetsi A; >0 i=1,..., p, Zleﬂ,i =1 (A; positifs strictement) alors on

a I'égalité f( f=1 Aix; ) = Zle /'L,;f(xi ) ssi les x; sont égaux 2 a 2 (1.e. x]=x2=...=Xp).

2.1.4.  Propriétés de stabilité

- Si 11, f,..., fr sont des fonctions convexes définies sur un méme convexe C et si 01,y ,..., 0

sont des réels positifs alors o f1 + 0y fo +...+ 0ty f; est convexe. De plus si T'une des f; est
strictement convexe alors o1 fi + &y fo +...+ 0 [ est strictement convexe.

- Si f:C< R™ — R est convexe (resp. strictement convexe) et si g: f(C) < R— R est convexe
et croissante (resp. strictement croissante) alors go f est convexe (resp. strictement convexe).

2
exemple: f(x)= e“x” x € R" est convexe (décomposer en 3 fonctions).

2.2. Caractérisation des fonctions convexes différentiables

2.2.1. Caractérisation au ler ordre

- f:CcR"® >R de classe Cl sur C ouvert et convexe, f est convexe ssi
fFOMNZf(x)+Vf(x)e(y—x) Vx,yeC.f est strictement convexe ss1 l'inégalité est stricte
quand x#y.

L'interprétation géométrique de ce théoréme est qu'une fonction convexe est toujours au-dessus
de ses plans tangents.

- f:CcR®™ >R de classe Cl sur C ouvert et convexe, f est convexe ssi
(VF(y)-Vf (x)) o(y—x)2>0 Vx,ye C. fest strictement convexe ssi I'inégalité est stricte quand

X#£Y.

Dans le cas d'une fonction a une variable, ce théoréme signifie que le gradient (la dérivée dans ce
cas) d'une fonction convexe est non décroissant.

2.2.2.  Caractérisation au 2eme ordre

f:Cc R" — R de classe C2 sur C ouvert et convexe, f est convexe ssi Hf (x) est semi-défini
positif Vx e C.

exemple: f(x1,x9,x3)= 2xl2 + x% + x% + 2x9x3 €st convexe.

remarque: si Hf (x) est défini positif Vx e C alors f est strictement convexe. Par contre la

réciproque est fausse. Considérer par exemple f(x)= x? (x € R). f est strictement convexe et
son hessien 12x2 n'est pas défini positif en x=0.



3. Minimisation d'une fonction convexe

3.1. Propriéte des minima locaux

Soit f:C < R" — R convexe, C convexe, alors tout minimum local de f est minimum global de f
sur C. 51 f est strictement convexe et s'il existe un minimum local alors celui-ci est 1'unique
minimum global de f sur C.

3.2. Conditions nécessaires et suffisantes d'optimalité

f:Cc R" — R de classe Cl sur C ouvert et convexe, x* € C est minimum global de £ ssi x* est

un point critique (V£(x~ )= 0).

4. Application de la convexité.
4.1. L'inégalité arithmétique-géométrique (AG)

Soient x;,0; i=1,...,m des réels positifs (strictement) tels que 221 0; =1 alors

Y™ 8x; >[I x” (AG). 'y a égalité dans AG ssi x; = x =...= x,,.

Exemplei n=2, 51 — 62 =%, '\/Z'\/.XZ S%xl +‘%xQ (xl >O, X >0)

In€galité que I'on peut, dans ce cas, retrouver par: 0 < (1/x1 — /X, ) ou I'égalité est vérifiée ssi

xl — xZ.
4.2. Programmation géométrique sans contraintes

4.2.1. _ détinitions

n X

g:(R*")" = R est dit un posinome si g(x)= 3" u; (x) ob u;(x)=¢; ] ;

réels quelconques.

X2

2
X1

exemple: g(xq1,x7)=x1 +2

Un programme g€ométrique consiste en le probléme (noté PG) suivant:
minimiser un posindéme g(x) sous les contraintes x; >0 i=1,...,n.

Le dual d'un programme géométrique consiste en le probleme (noté DPG) suivant:

5i>0 (=1,...,m (1)
- \Oi
maximiser v(0)= Hﬁl[a—l sous les contraintes < 2:11 0; =1 (2)
[ /
.._Z;zl (x,;jdi =0 7=1,...,n (3)

4.2.2. Relations entre un programme géométrique et son dual

théoreme de dualité:
Vx>0 et Vo vérifiant (1), (2), (3), g(x)=2v(d).
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théoreme:

: >k
Si PG a une solution x* alors 5: = ut((x*)) i=1,....,m est une solution de DPG et
g(x
v(0*)=g(x*).
Exemples:
- minimiser x; +4 _x% + 1 sous les contraintes x; >0,x9 >0
X{ A2
. 03 —03 =0
Les contraintes du dual sont: <
51 + 52 + 53 =]
01 >0,09>0,03>0
. . 1 ]
dont I'unique solution est 51* = > 6; = 5; = 4

%

En utilisant g(x* ) = v(c‘fc ) =4 et les relations du type u; (x* ) =0, g(x*) i=1,2,3, on déduit

[

la solution xr =2, x; =1.

On pourrait retrouver cette solution en cherchant simplement les points critiques de la fonction a
minimiser mais il resterait & montrer que c'est bien un minimum global, ce qui est plus délicat.

Coe X :
- minimiser x; +2 —% sous les contraintes x; > 0,xy >0
X
1
01 —207 =0
. 0y =0
Les contraintes du dual sont:
51 + 52 =1
51 > (), 52 > 0

Le dual n'a pas de solution et donc le probléme n'a pas de solution (s'il en avait une, on saurait
calculer une solution pour le dual).
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Méthodes itératives pour l'optimisation sahs contraintes

On consideére dans ce chapitre le probléme: minimiser f(x), x € R”

1. Méthode des coordonnées

1.1. méthode

On suppose ici f de classe CL.

A chaque itération, on minimise f selon une variable, les autres €tant maintenues fixées.

Soit un point initial x?), on pose k=0, on fait:

1)

- choisir une coordonnée ou s'arréter. Soit ¢ I'indice de la coordonnée choisie.
. . . %k .
- minimiser f (xl(k),...,xi,x(k) xff)) selon x;. Soit x; la solution obtenue.

ESERRRY
- construire le point x %D — (xfk),...,xf ,ngi,...,xff)).

-k=k+1
aller en 1.

Les fagons de choisir la coordonnée selon laquelle on minimise f, sont multiples:
- choix circulaire: 1,2.....n,1,2,...
- aller-retour de 1 vers n puis de n vers 1.

- choix de la coordonnée correspondant a la composante du gradient Vf (x(k)) la plus grande (en

valeur absolue). C'est la méthode de Gauss-Southwell. Si la composante trouvée est de valeur
nulle, on s'arr€te (on est en un point critique).

L'intéré€t des deux premieres méthodes est qu'elles dispensent de la connaissance du gradient au
point courant.

1.2. Propriétés de convergence dans le cas quadratique

1

S1 f(x)= Ex e Ax —be x ou A est symétrique, définie positive, soit x* 1'unique minimum de f
(1l existe, 1l est donné par x* = A_lb), soit E(x)=g4¢r f(x)— f(x*). Ston applique la méthode
( )
1 ;l'mfn \

| ou A,..., A, sont

max /

de Gauss-Southwell alors E(x(k“) ) < E(x(k)) | — ——-
\ n—1 ﬂ.
respectivement la plus grande et la plus petite valeur propre de A.

2. Méthode de plus forte pente (ou de Cauchy)
2.1. Rappels sur la dérivée directionnelle

Soit f numérique définie sur un voisinage V d'un point a, soit ¥ un vecteur de norme 1, on
, a@f  fla+Au)—-f(a) . . . . o
appelle f'(a;u) = ilm — la dérivée de f au point a dans la direction u .
—{

Si f est différentiable en a alors f'(a;u)=Vf(a)eu.

12



Dans <ce cas supposons Vf(a)#0, alors le probleme, minimiser

vV
f’(a;u) sous la contrainte |u|=1, a pour solution u* = fla)
V£ (a)]
Ce résultat montre que u™= ”zﬁaiu est la direction de plus forte décroissance de f (en
a

partant du point a). C'est sur cette constatation que se fonde la méthode de plus forte pente.

2.2. méthode

On suppose maintenant f de classe C1.

a partir d'un point x'®) on construit 1a suite de points suivante:
Lkt — (k) t(k)Vf(x(k)) (k>0)

dé
ot #%) minimise 0y, (1) =ff(x(k) — z‘Vf(x(k) )) avec t > 0

La suite s'arréte dés que Vf (x(k) ) =0

2.3. Quelques caractéristiques de la meéthode

Les déplacements dans la méthode de plus forte pente sont orthogonaux c'est-a-dire pour tout
triplet de points consécutits x ) : x ) ,x(k+2) on a (x(kH) —x) ) . (x(k+2) _ k) ) =0 .

La suite ( f (x(k) )) est décroissante (strictement).

2.4. Propriétés de convergence

2.4.1. Convergence globale

Si f est coercive i.e. lim f(x)=+eoo, il existe une sous-suite de (x(k)) convergente. De plus
ell—>+e2

toute sous-suite de (x(k) ) convergente, converge vers un point critique de f.

S1 f est coercive et strictement convexe, alors la suite (x(k) ) converge vers l'unique minimum de

f

2.4.2. Cas gquadratique

Si f(x)=—xeAx—bex ol A est symétrique, définie positive, soit x* l'unique minimum de f

2
(11 existe, 11 est donné par x*=A_1b), SO1t E(.x):dé'f f(x)— f(x*) alors

13



E(x(k+1))SE(x(k))(ﬂ‘max “Am_i_n)z ol 1

2
(Amax T ;Lmin )
plus petite valeur propre de A.

s Amin SONt respectivement la plus grande et la

Remarques:

A — A, .
. max T <1 et on retrouve donc le fait que la méthode converge vers x* (f est coercive

/lmax T A min
et strictement convexe). La méthode converge d'autant plus vite que 4,,,, et A4,,;, sont proches:
si A,,..,=A, .. alors la méthode de plus forte pente trouve le mimimum de f en une itération i.e.

* W = x * et ceci Vx(9.
- La méthode de Cauchy converge plus vite que la méthode de Gauss-Southwell (voir méthode
des coordonnées) car on a les inégalités suivantes:

[zm—zm\z{zm—am\z i Yl A Y1 A

— | 1 = Zmin <| | — Zmin
A’max + A ;]'max y \ /lmax/ \ /lmax/ \ n—lﬂ,mx/

IN
N

I
S
oS

min J

3. Méthodes des directions conjuguées
3.1. meéthode des directions conjugueées

3.1.1. Directions conjuguées

Définition: soit A une matrice symétrique, deux vecteurs non nuls d©) et d(1) sont conjugués par
rapport a A ssit d 0) ¢ 4dV =0,

Si A est symétrique et définie positive, si d(V), d(1),..., d(k) sont conjugués 2 a 2 par rapport a A
alors d(O), (1) .... d(k) forment une famille libre.

3.1.2. méthode

La méthode s'applique a la recherche du minimum de q(x)zleAx+b-x ou A est

2
symétrique et définie positive.

0)

Soient d(0), d(1),..., dn-1) conjugués 2 & 2 par rapport a A, a partir d'un point 9 on construit

les n points x(%) suivants:

KD = 5 K) 4 20 40 (k=0,1,...,n-1)
ott A%) minimise q(x(k) + Ad (k)) (A quelconque)

g €tant quadratique 2 (k) s'exprime simplement par:

AW =8 ed

6 Y Ay otk (k)
d(k) .Ad(k) ou g —VQ(L’C )
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3.1.3. théoréeme des directions conjuguées

g(k) odW =0 k=1....n,i=0,... k-1 o g(k) :Vq(x(k)) et x*) calculé par la méthode

des directions conjugueées.

On en déduit que g(”) =( et donc que *™ minimise q(x).

3.2. méthode du gradient conjugué

Elle construit au fur et a mesure des directions conjuguées par rapport a A.

a partir d'un point 0 et de 4@ = g(o) on fait:
) _~g ed™
4K) o AgK)
k) — (k) 4 (k) () (k=0,1,...,n-1)
o 8 e Ad

1) ¢ 4%
G+ (kD) g (k) ()

Le choix de A% est tel que A%) minimise q(x(k) + Ad (k)) (A quelconque)

Le choix de ﬁ(k) est tel que d*D) o 4q*) =g

d%+D et 2% sont donc conjuguées. Il s'avere que d*&D et W (i=0,...,k-1) sont aussi
conjuguées. Donc la méthode donne 1'optimum en # itérations (d'aprés le théoreme des directions
conjuguées).

3.3. généralisation a une fonction quelconque

I1 y a 2 possibilités pour adapter la méthode des gradients conjugués a une fonction f quelconque:
- I'approximation quadratique ot & chaque itération f est approximée par son développement au

second ordre.
- la descente linéaire ol & chaque itération 1'on recherche effectivement le minimum dans la

direction d(¥) courante. Si de plus on utilise une expression de ,B(k) en fonction du gradient, la
méthode présente l'avantage de n'utiliser que les dérivées premieres de f (elle €vite le calcul

(k) _ ||g(k+l)||2

cofiteux du Hessien en chaque point). L'expression utilisée est [ qui est déduite du

o

cas quadratique.

Pour assurer la convergence de la méthode, il est nécessaire de réinitialiser toutes les n itérations
la direction de déplacement par I'opposé du gradient courant (comme a l'initialisation).
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méthode de 1'approximation quadratique:

1) a partir d'un point x(O) et de (¥ =— g(o), k=0, on fait:
2)

k k
ﬂ,(k): _g( ) o J(K)
4K o Hf(x(k) )d(k)
L) _06) 4 20 400

g(k'*'l) o Hf(x(k) )d(k)

4% o Hf(x®)q®
g+ (kD) g (k) 4 (k)

Bk _

s1 k+1=mn alors x(O) — x") aller en 1, sinon k=k+1 alleren 2

(k) g(k) o 4K
Dans la méthode de descente linéaire, la ligne A\"/ = est remplacée par

B 4K o Hf(x(k) )d(k)
A% minimise f (x(k) +ﬂ,d(k)) (A quelconque), l'expression de ﬁ(k) est remplacée par

gk — ”g(HDHZ
=i

4. Methode de Newton

On suppose maintenant f de classe C2.

A chaque itération de la méthode, on approxime f par son expression en fonction des 2 premiers
termes du développement de Taylor:

N )
et on recherche le point critique de cette approximation f;(x) qui sera le point suivant:

x4 = 8 _ pp(x®) )‘1 vr(=®)

S1 Hf (x(k) ) est définie positive et si Vf (x(k) );éO alors — Hf (x(k) )_1 Vf (x(k)) est une direction

suivant laquelle f décroit (direction de descente).

Il y a des variantes possibles de 1a méthode:

—1
ooy = (R) Z.(k)Hf (x(k)) Vf (x(k)) ot A0 (de signe quelconque) minimise f dans la

direction —Hf(x(k) )_1 Vf(x(k) )
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—-1
D = 00 —l(k)(Hf(x(k))-i—s(k)I) Vf(x(k)) ot €% est choisi de sorte que

(Hf(x(k))+8(k)l) soit définie positive et ou A%)>0 minimise f dans la direction
—(Hf(x(k))+8(k)1)_1 VF(x®).

L'inconvénient majeur de la méthode de Newton et de ses variantes est le calcul du Hessien.

5. Meéthodes quasi-Newtoniennes

5.1. équation de la sécante

On approxime l'inverse du Hessien par une matrice glk+1) qui vérifie l'€équation
gD (k) gla+l) (Vf (x(k+1) ) — Vf (x(k) )) issue du développement de Taylor a ’ordre 1 de

VFf(x).

Les desiderata sont: S*<*D symétrique (comme l'inverse du Hessien) et simple a mettre a jour.
L'idéal serait qu'elle soit définie positive pour fournir des directions de descente de f.

notations:

déf
_ soient a et b 2 vecteurs colonne, on note a ® b = ab’ le produit tensoriel de a et b . Le résultat
est une matrice.

déf déf
dK) = x U+ () e déplacement et y(k) = Vf(x(k+l))—Vf(x(k)) la variation du

gradient.

S.2. correction de rang 1

On utilise la mise a jour suivante: S (kt]) = g(6) 4 oK) g k) @ (%)

Pour satisfaire 1'équation de la sécante, 1l suffit de prendre:

(k) — 4(k) _ ¢lk),,(K) (£) _ 1
a d SVWyZ et o
y~ o (d(k) — S(k)y(k))

Le probléme de cette mise a jour est 1'éventuelle division par 0. Cependant dans le cas ou f est
quadratique, si il n'y a pas de division par 0, I'inverse du hessien est atteint en n 1t€rations.

17



méthode:
soit un point x(o), sO —p (1n1tialisation)

kD) = (k) _ 300 ¢ (k)Vf (x(k)) on AWK (de signe quelconque) minimise f dans la direction
_ S(k)Vf(x(k))
(d(k) _ S(k)y(k) ) ® (d(k) _ S(k)y(k))

qglk+D) _ ¢lk)
yk .(d(k) _ S(k)y(k))

k=k+1 et réitérer.
5.3. correction de rang 2

5.3.1. méthode DFP

On utilise la mise a jour suivante: gletl) — g0 | 50 ,(6) @ (k) 4 ﬁ(k)b(k) ® pk)

Pour satisfaire 1'équation de la s€cante, 1l suffit de prendre:

(k) _ (k) (k) _ (k) (k) (k) _ I (k) _ I
a‘"/ =dV, bV =5V y\Wet oV = , M =
y(k) o 4K y(k) . S(k)y(k)

Ces formules présentent les propri€tés suivantes:

Si S est définie positive, SI %) nlest pas un point critique et Si
D = ) ﬂ(k)S(k)Vf(x(k)) ot 2%) minimise f(x(k) — /’LS(k)Vf(x(k) )), A >0 alors:

- les dénominateurs ne sont pas nuls

- SUHD egt définie positive

Dans le cas ou f est quadratique (hessien constant A défini positif) les directions de déplacements

—1

sont conjuguées 2 a 2 par rapport a A et § (n) = A , ceci V.S () définie positive. Ce qui entraine

que le minimum est trouvé en au plus n itérations.

méthode:

soit un point £V A O) = (1nitialisation)

D = (k) _a kg (k)Vf (x(k)) on A0 (positif) minimise f dans la direction — S(k)Vf (x(k))

(ert) _ ooy, AP @d® 5B, @ 50y ®
NGRSO RN IR ON(

k=k+1 et réitérer.

5.3.2. méthode BFEGS

On peut, a la place d'approximer I'inverse du hessien, approximer le hessien. Les matrices
d'approximation doivent satisfaire 1'équation de la s€cante (cette fois inversée):

18



DD (54D _ 1 (0) = p(xk4D) -y (x®)) <o5 PG = B

y(k), d©) jouent un rdle symétrique par rapport a la méthode DFP. Donc la formule de mise 2
jour est:

k) @ y®&  pk) 4k g pk) 4k
K)o g0~ 40 ¢ pto &)

plk+l) _ pky | Y
y

S1 I'on prend I'inverse de chaque c6té en appliquant 2 fois la formule de Sherman-Morrison

(A+a®b)_1 = A7V _ATa®bAT 1 obtient 1a formule de mise a jour suivante, approximant
- 1+beA™'a ° ] » dPp

I'inverse du hessien:

glk+1) _ ¢(k) +(1 N y(k) .S(k)y(k) ]d(k) Q 4% d(f\f) ® S(kbf(k) n é‘&)y(k) ®_d(k)

IR CIFIOR MGG (0 o &)

Cette formule est la base de la méthode BFGS.
L'expérience montre que cette méthode est moins sensible aux imprécisions de calcul (lors de la

minimisation unidirectionnelle de f) que DFP. Les calculs approchés dans DFP, font que S (k+1)
n'est pas toujours définie positive.
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Projection, séparation

1. Projection

1.1. Définition
% -

Soient Cc R", xeR", x eCtelque |x—x |=inf{|x—y|:yeC}, x* est appelé projection de

x sur C.

x*, s'il existe, est le point de C le plus proche de x. Par exemple, si x est dans C, x*=x.

1.2. Projection sur un convexe

1.2.1. Caractérisation

Soient Cc R", xe R", x*e C, x* est projection de x sur C ssi (x* — x) . (x* — y) <0 VyeC(C.

La caractérisation s'interprete en disant que les vecteurs (x — X ) et ( y—X ) forment un angle

X

obtus o.. Rappelons que: (x—-x*)-(y—-x*)=cosa X—X ly—x . Voir figure 1.

X

x ¥

figure 1

Dans le cas particulier d'un sous-espace L de R" (un sous-espace est convexe), en prenant

* . * » " . & »
y=2z+x puis y=—z+x , on retrouve la caractérisation connue: (x — x) ez=0 Vze L. Voir

la figure 2.

x

0
figure 2

1.2.2. Unicité

La projection sur un convexe, si elle existe, est unique. Cela découle, directement de la
caractérisation.

1.2.3. Existence

La projection sur un fermé de R” existe. Pour le démontrer, on se rameéne a un probleme de
minimisation sur un compact.
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2. Separation

2.1. Demi-espaces

Dans R7” , soit un hyperplan H={x:pex=a} p#0, on note H' ={x:pex2a} et
H™ ={x:pex<a}. On appelle H™,H™ des demi-espaces.

2.2. Différentes séparations

Soient 57, Sy < R”, non vides, et H={x:pex=o} p#0 un hyperplan,

- H sépare largement S1, 52 ss1 Vx1 € 51,Vxp €59, pexj2ax2pexy

- H sépare proprement S, S2 ssi H sépare largement S1, 57 et s1.51, 52 ne sont pas dans H

- H sépare strictement S1, S2 ssi Vx; €51,Vx9 €59, pox1 >0 >pex;

- H sépare fortement S1, S2 ssi de>0,Vx; € §51,Vxp €5y, pox120+€ x=2pexj
2.3. Séparation d'un point et d'un convexe

2.3.1. convexe fermé

théoreme: x ¢ C, C convexe, fermé, non vide, il existe H qui sépare fortement x et C 1.e.
dp#0, o, pex>a2pey VyeC(e=pex—).

2.3.2. convexe quelconque

théoreme: x ¢ C, C convexe, non vide, il existe H qui sépare largement x et C 1.e.
dp #0, pex=2peyVyeC (ax=pex)

2.4. Séparation de deux convexes

Théoréeme: Soient C1 et C2 2 convexes de R”, non vides, C; " Cy =, alors 1l existe un
hyperplan qui sépare largement C1 et C2 i.e. dp#0, pex;2pexy Vxi €(y,Vxy € ()

(prendre o =inf{pex;: x1 € })

Pour le démontrer, on se raméne a la séparation d'un point (en I'occurence 0) et dun convexe (en
I'occurrence Cp - C1).

Corollaire: Soient C1 et Co 2 convexes de R”, non vides, C; N Cy =, alors 11 existe un
hyperplan qui sépare largement C1 et (2.

En effet, H ={xy:02=pe x, | est fermé. Donc, si o0 > pexy Vxy € Cy est vérifié c'est-a-dire

C, c H alors C; =Cy < H™ est vérifié et donc o= pe xy Vxy € C;. Il suffit par conséquent

de séparer C1 et C, (ce dernier €tant convexe).
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3. Hyperplan d'appui, cone normal

Rappel et notation: S < R" , on note S la frontiere de S. On rappelle que dS=S - S.

Définition: Soit S R" et x € dS. Un hyperplan H={y:pey= pe x|, passant donc par x, est
appelé hyperplan d'appui (en abrégé plan d'appui) de § en x ssi ScH™ (i.e.
pey2pex VyeS)oubien SCH (ie. pey<pex Vyefl).

déf
Définition: Soient Sc R”, xe R". N(S,x) = {p: pey<pex, Vye S} est appelé cone normal
de S en x.

Véritier que c'est bien un cOne (i.e. stable par multiplication par un scalaire positif).

Si xe§ alors N(S,x)={0}. Pour le voir prendre y—x=¢&p € >0 (& suffisamment petit) alors
2
[P <0.

Exemple: H ={z: pez= o} (p#0) un hyperplan et x € H, alors N(H,x)={Ap: A € R}.

Théoreme: Soit C convexe de R et x € JC alors il existe un plan d'appui de C en x.

En effet {x} N C=0 donc il existe un hyperplan H qui sépare largement x et C (prendre
C; ={x}, C, = C et appliquer le corollaire précédent sur la séparation de deux convexes).

4. Application des théoremes de séparation

4.1. théoreme de Farkas

Soit A une matrice m lignes, n colonnes et A’ sa transposée, ¢ un vecteur a n coordonnées. Alors
un et un seul des deux systémes suivants a une solution:

systéme 1 (inconnues x) : Ax<0,cex>0,xeR"
systéme 2 (inconnues y) : A'y=c,y>0,yeR"

S1 le systeme 2 a une solution y , en multipliant scalairement y par Ax , on déduit que le systéme
1 ne peut pas avoir de solution.

S1 le systeme 2 n'a pas de solution on sépare fortement C= {z: z=A'y, y2 0} convexe, fermé et le

point ¢. La normale p du plan de séparation H ={z: p®z= «a} vérifie les conditions du systeme 1
en raison de la spécificité de C.

Le théoréme de Farkas s'énonce aussi: (Ax<0=cex<0)& (Ely 20 c= A’y)

Corollaire
Soit A une matrice m lignes, n colonnes, B une matrice [ lignes, n colonnes, ¢ un vecteur a »

coordonnées. Alors un et un seul des deux systémes suivants a une solution:
systéme 1 (inconnues x) : Ax<0,Bx=0,cex>0,xeR"
systeme 2 (inconnues y, z): A'y+B'z=c,y>0,yeR" , z¢ R’
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(A
Il suffit d'appliquer le théoréme avec une matrice A remplacée par la matrice m+2/ lignes | B J

dont la transposée est (A" B’ - B )

4.2. Théoréme de Gordan

Soit A1 une matrice m lignes, n colonnes, soit A2 une matrice [/ lignes, n colonnes.
Soit le systeme 1 (inconnues x): A;jx <0, Ap,x=0,xeR"

Soit le systéme 2 (inconnues y, z): Ajy+A,z=0,y>0,yeR™, z¢ R (v,z) #(0,0)
S1 le systeme 1 n'a pas de solution alors le systeme 2 a une solution.

Pour le montrer on sépare les 2 convexes (= {(ul,u2 g = A1x, Uy =Arx, x € Rn} et

CH = {(v1 ,0): v < 0}. La normale (pj, py)#(0,0) du plan de séparation vérifie les conditions du
systeme 2 en ratson de la spécificité de Cq et (7.

4.3. Sous-gradient

Déftinition
Soient f convexe définie sur un convexe C, x € C. On dit que ¢ est un sous-gradient de fen X
ssi f(x)2 f(x)+&Ee(x—X%) VxeC.

De maniere symétrique, on définit un sous-gradient pour une fonction concave en inversant le
sens de I'inégalité précédente.

Exemple: si f convexe est de classe Cl et si fe&‘, on a montré que
f(x)z f(x)+Vf(x)e(x—Xx) Vxe C.Donc le gradient est un sous-gradient.

Dans la suite du paragraphe 1l est sous-entendu que f est convexe.

Théoréeme

Solent f définie sur un convexe C, x € C. Il existe un sous-gradient de f en Xx.

déf
Pour le montrer on remarque que Epi(f)={(x,y)eCxR: f(x)<y} est convexe et que
(x, f(x)) € dEpi(f). On en déduit qu'il existe un plan d'appui de Epi(f) en (X, f(X)) i.e. il
existe (&,1)e R" xR tel que (X,f(x))e(&,1)=(x,y)e(E 1) V(x,y)e Epi(f) soit encore

xoel+f(X)u=xe&+yu V(x,y)e Epi(f). La spécificité de Epi(f) et le fait que X soit
intérieur a C 1mpliquent que g < 0. On déduit alors que —-}7{,‘ un sous-gradient de f en Xx.

Définition
L'ensemble des sous-gradients de fen X est appelé sous-différentiel de fen X et noté df (x).

Théoréeme

S1 f est différentiable en X € C, le sous-différentiel en X comporte un seul élément a savoir le
gradient au point x.
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Conditions d'optimalité sous contraintes

1. Introduction

Soient f:D — R définie sur D c R" et S < D (inclusion stricte). On considere le probleme (P)

suivant:
minimiser f(x) x €.

S est le plus souvent décrit comme I'ensemble des points vérifiant un nombre fini1 d'inégalités et
d'égalités appelées contraintes:

S={xeR": g (x)<0i=1,...m, h(x)=0 i=1,...,p}.

Suivant le cas f(x), g;(x), h;(x) seront de classe C! ou C2.

Pour le probléme (P), minimiser f(x) x & §, on dit que x* est:

- solution, ou encore minimum global, de (P) ss1 f (x* )< f(x) VxeS. Sil'inégalité est stricte
pour x#x* on dit que le minimum est strict.

- minimum local de (P) ssi 3B(x", ) tel que f(x )< f(x) Vxe SN B(x ,€). Si I'inégalité est
stricte pour x#x* on dit que le minimum est strict.

Un point x quelconque de S est appelé solution réalisable.

2. Cone tangent

Définition

Soient SCR",yeR"”, xeS. On dit que y est tangent 2 S en x ssi il existe les suites
xp €8, A >0 telles que x — x et Ap{xp —x)—y.

On note T(S,x) l'ensemble des y tangents 2 .S en x .

Propriétés: T(S,x) est un cone, contenant 0, fermé. De plus si x € S alors T(S,x)=R".

—1)

Exemple: S={xe RZ:xl >0, x, 20}, xz(%) >0, xe§5.0n a y= 0 e T(S,x). En effet
\ vV )/
( 1))
Xl — 05(10 k) ,/lk =£>O,xk =) szl,xk -—%x,/lk(xk—x)%y.
\ y &

3. Conditions d'optimalite

3.1. Conditions nécessaires
Si x* est un minimum local de (P) alors Vy & T(S,x*) Vf(x*) oy =>0.

Exemple: soit (P) minimiser f(x)=(x +1)2 + (X4 +1)2, xeld= {xe R*: x; 20,x9 20 } Pour

(—1)
xz(%) x>0, y= 0 eT(S,x) et Vf(x)ey=-2(ax+1)<0. Donc x ne vérifie pas la
\ v/
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condition nécessaire. En effet, on voit sur la figure 1 que tout déplacement de x vers l'origine
ameliore la valeur de la fonction objectif.

Les cercles concentriques sont les courbes de niveau de f
i.e. {x: ix)=c} oli ¢ est une constante.

figure 1

o A A * .
D'apres les propriétés du cone tangent, si x €.5 alors T(S , X )= R”. Dans ce cas la condition

d'optimalité devient Vf (x* ) = 0. On retrouve la condition établie dans le cas sans contraintes. Le

point est intérieur donc les contraintes n'interviennent pas.

3.2. Conditions suffisantes
Si fet S sont convexes. Soit x €S tel que Vf(x*) oy>( Vye T(S,x*) alors x est un minimum

global de (P).

(2
exemple (suite): T(S,0)={y: y; 20, y, 20} (cf. exemple paragraphe suivant). Vf(0)= ) et
\ </
VyeT(S,0) Vf(0)ey=2(y; +y,)20, la condition d'optimalité est donc vérifiée. f et S étant
convexes, cette condition est suffisante et l'origine est minimum global. Ce résultat peut se
véritier sur la figure 1.

4. Caracterisation du cone tangent

4.1. Introduction

On considere maintenant S = {x: g;(x)s0i=1,...,m, h;(x)=0 i= 1,...,p}.
Soit xe S, I(x)= { 0 g (x)= 0} les indices des contraintes d'inégalité saturées en x.
On définit F(x) = {y: Vgi(x)ey<0iel(x), Vi (x)ey=0i= 1,...,p}.

théoreme: T(S,x)c F(x).

Il serait int€ressant de savoir s'il est possible que T(S,x)= F(x) car dans ce cas on pourrait
exprimer la condition nécessaire d'optimalité en fonction des gradients de f(x), g;(x), h; (x).

définition: x € S, on dit que x est qualifié si T(S,x) = F(x)

4.2. Contraintes d'égalité

On considére S ={x: h;(x)=0 i=1,...,p}.
On note F(x)={y: Vhi(x)ey=0i=1,...,p}
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définition: l'espace tangent 2 S en x € 5 est
E(S,x)= {y: dy:R— R" C! sur I ouvert contenant 0, y(I)< S, y(0)=x, y’(0) = y}

proposition: pour tout xe S, E(S,x)cT(S,x).

En effet, pour k suffisamment grand, les suites x; = }/(7{-), Ay =% répondent aux critéres voulus.

théoreme: x €S, si Vi;(x) (i=1,..., p) sont linéairement indépendants alors x est qualifié.

démonstration
On montre que F(x)c E(S,x). Soit ye F(x).
dh ah
[ Iy ( GBS e (x)
Notation: /= h: : 8x (x)— : - hp: |
\"P ) \ax (JC) ox,, (JC)/

On considére le systeme de p équations a p+1 inconnues (£,w): h(x +ty + (%(Jc))r w) =

(0,0) est une solution puisque A(x)=0.

. . . . ~ v L
[La matrice jacobienne du systéme par rapport a w au point (0,0) est %(x)(%(x)) .

Elle est inversible (conséquence des gradients linéairement indépendants): d'apres le théoréme des
fonctions implicites, le systéme d'équations admet une solution (¢, w(¢)) pour ¢ dans un voisinage

ouvert de 0. En particulier w(0) =0.
w(t) est Cl et on obtient sa dérivée en 0 en dérivant le systéme par rapport a ¢:

I
% (x)y +2 (x)(L(x)) w'(0)=0
Mais ah (x)y 0 par définition de y , ce qui implique w’(0) =0 (solution unique).

Finalement y(z)=x +zy+(—§i‘-(x)) w(t) est dans § et Cl pour ¢+ dans un voisinage ouvert de 0,

i

v(0)=x et y’(0)=y. y satisfait les conditions requises.

4.3. Contraintes d'égalité et d'inégalité

On considére S={x: g;(x)<0i=1,...,m, h(x)=0 i=1,...,p}.

On note F(x)={y: Vg;(x)ey<0iel(x), Vh(x)ey=0i=1,...,p}

On rappelle que [ (x)={i: gi(x)=0} est 1'ensemble des indices des contraintes d'inégalité
saturées en x.

On définit Fy(x)={y: Vg;(x)ey<0iel(x), Vh(x)ey=0i=1,..,p}

Qualification de Cottle

théoréme: x €S, si Vi;(x)(i=1,..., p) sont linéairement indépendants et Fp (x) # D alors x est
qualifié.
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démonstration
Si on montre que Fy(x)cT(S,x), comme T(S,x) est fermé et Fy(x)Z© , on aura

Fo (x)cT(S,x)c F(x)= 170 (x).
Montrons que Fp(x)c T(S,x).

Notons $~ ={x: h;(x)=0 i=1,...,p} et F~(x)={y: Vh;(x)ey=0i=1,...,p}.

x €S, d'apres le cas des contraintes avec égalit€ on a: T(S™ ,x)=F~ (x)

Soit ye Fy(x). ye F~ (x) donc il existe les suites x; € S™, A >0 telles que x; — x et
Ar(xp —x)—>y.

A partir d'un certain rang les x; €. En effet, 1ls véritfient:

- les contraintes g;(x) <0 ie I(x) en raison de la définition de y (faire un développement de

Taylor a l'ordre 1 de g;)
- les contraintes g; (x)<0 i ¢ I(x) car x vérifie strictement ces contraintes.

y vérifie les conditions requises pour appartenir 7(.S,x).

4.4. Autres criteres de qualification

On propose ici des criteres qui impliquent le critere de qualification de Cottle mais qui sont de
vérification plus simple.

Qualification de Slater

théoreme: x €., si

- g;(x) convexe 1 € [(x)

- h;(x) affine i=1,...,petsi Vh(x) (i=1,..., p) sont linéairement indépendants
- Ele g,;(xo)<0 1€ I(x), hi(xo) =0:=1,...,p

alors x est qualifié.

On montre que xg — x € Fy(x)

ualification de l'indépendance linéaire

théoreme: x € 3§, si Vh;(x) (i =1,..., p) , Vg;(x)(ieI(x)) sont linéairrement indépendants alors
x est qualifié.
On montre, a ['aide du théoréme de Gordan, que s1 Fy (x) =& alors les gradients sont liés.

Exemple: cherchons le cOne tangent de S={xe R*: g1(x)=-x; <0, g, (x)=—x, SO} en

l'origine. L'origine sature les 2 contraintes d'inégalité et I(0)={1,2}.
(—1) (0 )
Vg, (0)= , Vg, (0)= sont linéairement indépendants donc
\ 0 .y
T(S,0)={y: Vg,(0)ey<0,Vg,(0)ey<0}={y:y, 20, y, 20} .

5. Conditions d'optimalité du 1er ordre (Kuhn et Tucker)

On considere le probleme (P ) minimiser  f(x) xedS avec
S={xeR”’:gi(x)S0i=1,...,m, h(x)=0 izl,...,p} (f, g, h de classe Cl).
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5.1. Conditions nécessaires

Théoreme:

Si x* est minimum local de (P) et si x* est qualifié alors JA, iel(x), Ju; i=1,...,p tq.
A, 20iel(x")

1Vf(x*)+ Zlngi(x*)+zf=luthf(x*)=0

icl(x)

Pour le montrer on utilise la condition d'optimalité exprimée avec les vecteurs du cOne tangent a
S en x* qui maintenant est caractéris€ avec les gradients des contraintes. Le théoréme de Farkas

permet de conclure.

Remarque: x* appartenant a S et point critique (Vf (x*)=0) et A=u=0 vérifient ces

conditions. Mais ce n'est généralement pas 1'unique solution.
On utilise souvent la formulation équivalente:

Si x* est minimum local de (P) et si x* est qualifi€ alors JA; i=1,...,m, du; i=1,...,p t.q.
j;tizo i=1,...,m

(K.TH{VF(x D)+ 2 A Ve (x )+ X7 1, Vi (x)=0

(Ag,(x)=0i=1,...,m

Ces dernieres conditions ﬂ,fg,;(x*)zO permettent d'annuler les A; associés aux contraintes
d'inégalité non saturées car g;(x )<0= A, =0 , et donc de retrouver la formulation initiale.

Sachant que Vi A, 20,gi(x*)£0 elles peuvent s'écrire sous la forme plus condensée

Ae g(x*) = (. On les appelle conditions de complémentarité.

Les conditions (K.T.) sont appelées conditions de Kuhn-Tucker. Les A et u sont appelés
multiplicateurs de Lagrange.

S5.2. Conditions suffisantes

Sous certaines hypotheses de convexité, (K. T.) sont des conditions suffisantes d'optimalité globale.

Théoreme:

. rgi ieI(x*) convexe,
Soient x €S, A, p vérifiant (K.T.). Si lhi i =1,..., p affine (i.e. convexe et concave), alors

f convexe

x* est minimum global de (P).

Pour le montrer on utilise la premiere caractérisation du ler ordre des fonctions convexes.

. . 29 . X1 +xy 21
Exemple: soit (P) minimiser f(x;,x;)=x{ +x, sous les contraintes {xl >0, xy 20
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81 (xl,xz) =—X1 — X9 +1<0
On met les contraintes sous la forme § g>(x1,x9)=—x7 <0
15’3 (xl,xz) = —x2 <0

Ecrivons les conditions de Kuhn-Tucker:

fle _;l'l —2.2 =0

2)62 — /ll — 2,3 — O

A; 20 (i: 1,2,3)

)«1(—.1'1 — X9 +1)=0

2.2.171 = O

13}62 =0

Ce systtme admet une solution telle que (x;,x,) vérifie les contraintes de (P):

/".2 =l3 =0, /’L] =1, X1 = X9 :%.

Le point ( %, %) est qualifi€. On peut le voir tres simplement de deux facons différentes:
1 1

- 11 y a en ce point une seule contrainte saturée g1 et Vg1(§,§)¢0: les conditions de

I'indépendance linéaire sont satisfaites.
- ou encore f convexe, g1 la seule contrainte saturée est convexe, g1(1,1)<0: les conditions de

Slater sont satisfaites.
Le probleme (P) vérifiant par ailleurs les conditions de convexité, les conditions de Kuhn-Tucker

sont suffisantes et le point (% : %) est minimum (global).

6. Conditions d'optimalité du 2éme ordre
On suppose maintenant f, g, & de classe C2.

6.1. Fonction de Lagrange

6.1.1. Définition

La fonction de Lagrange L est constituée de 1’objectif f plus une combinaison linéaire des
contraintes d’inégalités g; et d’égalités h; du probléme (P).

déf m p
L(x, A1) = F()+ 32,8, (%) + X i (X) = F(x)+ A @ g(x) + 11 # h(x)
i=1

i=1
Si x € S, A, u vérifient (K.T.) alors L(x*,/’t,,u) =f(x*).

6.1.2. Gradient par rapport a x

Le gradient (par rapport a x) de la fonction de Lagrange est:

VL(x,A,u)=Vf(x)+ i A Vg (x)+ quVhi (x)
i=1 i=1

Les conditions (K.T.) peuvent s'exprimer avec le gradient de la fonction de Lagrange:
Jaizo i=1,...,m

(K.T.) & VL(x*,/’L,,u):O

Aigi(x )=0i=1,...,m
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6.1.3. Hessien par rapport a x

Le hessien (par rapport a x) de la fonction de Lagrange est:

HL(x,A,u)=Hf (x)+ iﬂ.ngi (x)+ iﬂthf (x)
=1 =1

6.2. Conditions nécessaires

Pour x €S, A, u vérifiant les conditions nécessaires du ler ordre de Kuhn-Tucker, on définit:

- I (x* ) = {i el (x$ ) A > 0} les indices des inégalités saturées (par x*) dont le multiplicateur

de Lagrange associé est non nul (appelées contraintes non degénérées).
Puis on considére les ensembles de points x et de vecteurs y:

g (x)<0 ieI(x)H\I*(x")
- ST(x)=1x: g;(x)=0 ieI*(x") >
hi(X)':O 121,,p

w
-

Vg, (x")ey<0 iel(x)\ IT(x")
- FH(x")=F(x")n{y: Vgi(x") e y=0 iez+(x*)}=<y: Vg.(x)ey=0iel*(x") >-
Vh(x )ey=0i=1,.,p

Notons que x eSt (x* ). Si x* vérifie la qualification de l'indépendance linéaire alors F +(x*)

coincide avec T(S+(x* ),x*) le cone tangent 2 ST (x~ ) en x*.

Théoreme
Si x* est un minimum local du probléme (P) et si x* qualifié alors dA,u tels que x AU
vérifient les conditions du ler ordre (K.T.) et tels que le hessien de la fonction de Lagrange en

x ,A,u est semi-défini positif sur le cdne tangent a S~ (x') en x* i.e.
yoHL(x*,?u,u)yEO VyET(SJ“(x*),x*).

remarque: si x* vérifie la qualification de I'indépendance lin€aire alors T(S+(x*),x*) =F+(x*).

Cette formulation explicite du cdne tangent permet en pratique la vérification de la condition
nécessaire.

remarque: dans le cas d'un probléme comportant uniquement des contraintes d'iné€galité, si
I (x*) = alors A =0 et la fonction de Lagrange coincide avec f. La condition devient Hf (x*)

semi-défini positit (partout).

démonstration du théoreme

VyeT(S*(x"),x"), 3x, e ST(x"), 0, > 0,x, > x", 00 (x, —x") > y.

Sachant que les conditions du ler ordre (K.T.) impliquent A; =0 Vi g [ (x*), les contraintes non
saturées par x* n'interviennent pas dans la fonction de Lagrange. Il en est de m€me des iégalites
saturées d’indices 1 € | (x*) \ I+(x*) car dans ce cas aussi A;=0. On a:
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L(xk,/l,,u)=L(x*,l,ﬂ)+VL(x*,ﬂ,,u)-(xk ——x*)+—%-(xk —x*)OHL(x$,}L,u)(xk ——x*)
+lx, —x 2zs(xk -x")

x, €87 (x)= L(x, 1) = f(x,) et x” €S, A, u vérifiant (KT) = L{x", A, = f(x")

Les conditions du ler ordre impliquent VL(x* A, u) =0
Pour k£ suffisamment grand, x; € § (car x; tendant vers x*, véritie alors les contraintes non

saturées par x *) et donc f(xk)—f(x*)zo et par conséquent
%(xk —x*)OHL(x*,ﬂ,,,LL)(xk —x$)+ X, —Xx 28(xk —x*)EO

On multiplie cette inégalité par 05,% et on passe a la limite (k — o0).

6.3. Conditions suffisantes

Pour x €8, A, u vérifiant les conditions nécessaires du ler ordre de Kuhn-Tucker, on

considere les ensembiles:
- I''(x") indices des inégalités saturées de multiplicateur de Lagrange non nul

- St(x)et FH(x)
définis plus haut pour les conditions nécessaires (du 2eme ordre).

Théoréme
Soit x €S.Si x ,A, u véritient les conditions nécessaires du ler ordre (K.T.) et s1 le hessien

de la fonction de Lagrange en x ,A,u est défini positif sur F+(x*) c'est-a-dire

ye HL(x",A,it)y >0 Vye F*(x") (y#0) alors x* est un minimum local strict du probleme (P).

Remarque
S1 x* véritie la qualification de l'indépendance linéaire alors T(S+(x*),x*) =F +(x*). Dans ce
cas l'ensemble sur lequel la positivit€ du hessien de la fonction de Lagrange doit €tre vérifiée est

le méme dans les conditions nécessaires et dans les conditions suffisantes. Sinon 1'ensemble des y
pour lequel le hessien doit Etre défini positit s'agrandit dans les conditions suffisantes car le cone

tangent T(S T (x* ), x*) est inclu dans F™ (x*) mais 1’égalité n’est plus garantie.

démonstration du théoréme

. T . — K 3
- Supposons que x ne soit pas un minimim local strict: Vk Ix, (#x )¢ B(x %) NS tel que

f(x,) < f(.x*). On construit ainsi une suite x, de S qui tend vers x* telle que f(x,) Sf(x*)
l

xk—x

pour tout k. Posons y, = ak(xk —-x*) avec o, = | donc |y,|=1. La suite y, étant bornée il

existe une sous-suite qui converge. Pour simplifier les notations supposons que la suite y, elle-

méme converge vers un point y. Alors y € T(S ,x*) (x,, a, remplissent les criteres voulus).

- On a yeT(S,x*)gF(x*), montrons que yeFJ“(x*). Pour cela 1l reste a montrer que

ng(x*)-y=0 el (x). yeF(x*) et les conditions (K.T.) entrainent
Vi(x )ey=— YA, Vg (x )ey—3" nVh(x )ey=— Y A,;Vg;(x )ey=0.

iel(x) icl(x )
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Par ailleurs f(xk)éf(x*) pour tout k£ entraine que Vf(x*)-ySO. Par conséquent

Z}Lngf(x*)-y=0. [La non-positivité de chacun des termes de la somme entraine
iel(x")
AVg(x )ey=0 iel(x ) et finalement Vg,(x )ey=0 iel*(x").

- Montrons que le hessien de la fonction de Lagrange n'est pas défini positif sur F™ (x* )

L(xg, Ao )= L{x", A, 1) = Fx) + A e g(xg ) = f(x ) <0
Les conditions du ler ordre impliquent VL(x'* A, u) = ().
Par consé€quent:

L(xk,/l,u)—L(x*,ﬂ.,u):%(xk —x*)OHL(x*,l,u)(xk —x*)+ X, — X zs(xk —x*)SO

On multiplie cette 1négalit€ par af et on passe a la Iimite (k— ). On en déduit que

yOHL(x*,/'L,u)ySO.
|

Remarque: y appartenant a F+(x*) vérifie Vg,;(x*) e y< 0 pour tout 1 € I(x)Y\NIT(x"). Si

I (x*) \ IT (x*) contient un seul et unique €lément alors cette condition peut-€tre retirée sans pour
autant affaiblir les conditions puisque si1 ye HL(x*,k,u)y >0 alors de méme

(—y)-HL(x*,l,u)(—y)>O et le vecteur -y est de 'autre cb6té de I’hyperplan de normale
Vg:(x") c’est-a-dire Vg;(x )e(—y)=>0.

. p - . e . . 2
Exemple: considérons le probleme minimiser —x;x, sous la contrainte %xlz + —é—xz <1

Les conditions nécessaires du ler ordre sont:

A20 (1
{2)45)-0
1 X2 )

Aixl+1x3-1)=0 (3)

ler cas : A =0. (2) implique x, =x; =0.

2eme cas: A > 0. (3) entraine x12 + x% =2 (4). (2) entraine x, = Ax;,x; = Ax,. On en déduit en

reportant dans (4) A% =1, (1) impose l'unique solution A =1. On en déduit x, = x; qui avec (4)
donne deux solutions x, =x; =1 et x, = x; =—1.

Vérifions les conditions du second ordre.

Pour le point (8) la contrainte n'est pas saturée. Par conséquent le hessien de la fonction de

Lagrange en x, =x; =A =0 coincide avec le hessien de f et HL(0,0,0)=—-((1) (1)) doit étre

semi-défini positif sur R2. Ce n'est pas le cas donc (8) n'est pas un minimum.

Pour le point (%), F+(%)={y: y; +y, =0}. Le hessien en x, =x; =4 =1 de la fonction de

Lagrange est HL(1,1,1) = (_11 _1'1)

1 -1
Vye {y: Y1 TV = 0}: ()ﬁ }’2)(_1 1 )G:;) = y12 +J’% —2y1y, = —}’2)2 = (2 )2
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Cette quantité est positive ou nulle et s'annule seulement pour y; =0. Donc le hessien de la

fonction de Lagrange est défini positif sur F™ G) . On a un minimum local strict.

Incidemment le point (%) vérifie la qualification de I'indépendance linéaire donc le cOne tangent a

la surface {x: x12 x% = 2} en ce point est {y: y; + Yy, = O}.

Pour le point —(%) les résultats sont 1dentiques.

D'autre part I'ensemble § des solutions réalisables est compact. La fonction a minimiser €tant

continue, le probléme admet une solution nécessairement parmi les minimum locaux {(%),— G)}

Les deux points donnant la méme valeur ce sont les deux solutions du probleme.
7. Résume
On peut observer une certaine symétrie entre le réle joué€ par f et ses dérivées dans le cas des

problémes sans contraintes et la fonction de Lagrange et ses dérivées dans le cas des problémes
sous contraintes. Les conditions d'optimalité (locale) sont résumées dans le tableau suivant.

Conditions d'optimalité | problémes sans contraintes yroblémes sous contraintes

ey
f(x)+Aeg(x)+ueh(x)

conditions nécessaires
(ler ordre)

- conditions nécessaires du ler ordre - conditions nécessaires du ler ordre

. , . * . e s .-
conditions nécessaires - HL( X ,A, ,u) semi défini positif

(2&me . ordre) - Hf(x ) semi défini positif o
sur le cone tangenta S * (x ) en x*

- conditions nécessaires du ler ordre - conditions nécessaires du ler ordre

conditions sutfisantes - HL(JC* A, u) défini positif
-

- Hf (x ) défini positif Lo

sur le cone tangenta S (x ) en x*

(s1 qualif. de I'indépendance linéaire)
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Dualité lagrangienne

1. Probleme primal, probleme dual

Probléme primal (P): minimiser f(x) sous les contraintes g(x)<0, h(x)=0,xe X< R"

o [m fg_l}
L g=| :

ou h=
1p \Em

X est une partie quelconque de R”™. Par exemple: R”, un ensemble discret (nombres entiers
naturels par exemple), ou encore un ensemble défini par des contraintes d'inégalité ou d'égalité

autres que g et A.

A partir de (P) on définit un autre probléme: le probleme dual.

Probleme dual (D): maximiser O(u,v)=inf{f(x)+ueg(x)+veh(x): xeX} sous les
contraintes u#=0

L(x,u,v)=f(x)+ue®g(x)+veh(x) estappelée fonction de Lagrange

O(u,v)= inf L(x,u,v) est appelée fonction duale
xeX

proprié€té: la fonction duale est concave.

Une consé€quence trés importante est que tout maximum local du probleme dual (D) est maximum
global de (D) c'est-a-dire solution de (D).

2. Relation entre primal et dual

Théoreme de dualité (faible)
S1 x est une solution réalisable de (P) et s1 (u,v) est une solution réalisable de (D) alors

f(x)=0(u,v).

Corollaire
S1 x est une solution réalisable de (P) et s1 (u,v) est une solution réalisable de (D) telles que

f(x)=06(u,v) alors x est une solution (optimale) de (P) et (u,v) est une solution (optimale) de
(D)

3. Points selles

3.1. définition

Soient x €X,u 20. (x ULV ) est un point selle ssi:

L(x ,u,v)<L(x ,u ,v )<SL(x,u ,v) VxeX, Vu>0
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3.2. Caractérisation des points selles
1) Lix u" v )=inf Lx,u ,v")

xeX

s

Soient x € X, u > 0. (x ,u* ,v*) est un point selle sst <2) g(x*) <0, h(x*): 0

3) u:gi(x*)zo 1=1,....m

Remarque: u >0 et 2) entrainent que 3) est équivalent a U e g(x* )=0.

3.3. théoréeme de dualité (fort)

S1 (x* ,,u=ic ,v*) est un point selle alors x* est une solution (optimale) de (P) et (u*,v*) est une

solution (optimale) de (D)

En effet x* est une solution réalisable de (P) en raison de la caractéristique 2). De plus les
caractéristiques 2), 3) et 1) permettent d'€tablir les €galit€s suivantes:

F(x Y= f(x Y+u og(x Y+v oh(x )=L(x ,u ,v )=inf L(x,u ,v )= e(u*,v*)
xeX
I.a conclusion découle du corollaire du théoreme de la dualité faible.

4. Relations entre optimums du dual et du primal et point selle

théoreme

Soit (u#,V ) une solution (optimale) de (D). Si la fonction de Lagrange admet un point selle alors il
N

existe x* une solution (optimale) de (P) telle que (x U, v) soit un point selle.

corollaire
Soit (#,V) une solution (optimale) de (D). Si la fonction de Lagrange admet un point selle et si

L(x,u,v) admet un minimum unique x sur X alors x est solution (optimale) de (P).

Application: résolution de (P).

si on sait que la fonction de Lagrange admet un point selle
- on résout (D). On obtient (u,V).
- on résout minimiser L(x,u,v) x€ X. Si x est I'unique solution alors x est solution de (P).

Il faut savoir que:

s1 (P) a une solution alors
- sous les hypothéses de convexité de l'ensemble des solutions réalisables de (P) (1.e. les g;

convexes, les h; affines, X convexe) et de convexité de f,
— dxeX g(x)<0, h(x)=0

— Oeintérieur de A(X)

- plus sous les hypotheses de superconsistence suivantes: <

1l existe un point selle.

36



5. Relation entre points selles et conditions de Kuhn et Tucker

On suppose 1c1 X=R"

S1 (x* u ,v*) est un point selle alors il vérifie les conditions de Kuhn et Tucker.

%

En effet L(x,u* ,v*) admet un minimum en x* et donc VL(J‘;Ec U ,v*)=0. Ce qui donne les

conditions de Kuhn et Tucker.

Réciproquement si x* est une solution réalisable de (P) et (x U ,v*) vérifie les conditions de

Kuhn-Tucker et si la condition VL(x* ,u* .,.w?k )=0 (x* point critique de L(x,u*,v$)) implique

. e * * s, P .
que x* est un minimum global de L(x,u ,v ) alors la propri€té caractéristique n°1 des points
selles est vérifiée. Les deux autres propriétés caractéristiques étant vérifiées on en deéduit que

¥ % x .
(x U LV ) est un point selle.

C'est par exemple le cas s1 f, g; telles que u: > () sont convexes, h; telles que v: # 0 sont affines

¥k K
car alors L(x,u ,v ) est convexe.

L . 2 92 . x1+x9 21
Exemple: soit (P) minimiser f(xq,x ) = x; + x5 sous les contraintes {xl >0, xy >0

' gl(xl,x2)=-—x1—x2 +1<0
On met les contraintes sous la forme ¢ g7 (x1,x9)=—x1 <0
1g3(x1,x2) =—x9 <0

Ici X =R".
La fonction de Lagrange est L(x,u)= xlz + x% +uy (—x1 = x5 +1) +uy (—x1 ) + uz(—x7)
La fonction duale est 8(u) = inf {L(x,u): X € R”}

Explicitons la fonction duale. Pour cela cherchons un point critique de L(x,u) (u constant):

_ul+u2
2x1—u1—u2=0 xl—"'z
2)62 — Uy — U3 =0=;“< U T3
F2 772

On en déduit: O(u)=—-5 -4 -3 ——5 ——5 t§

On remarque que O(u) est bien concave (on vérifie que son hessien est défini négatit).

Le probléme dual (D) est: maximiser 8(u) sous les contraintes u; 20, up 20, uz 20
Résolvons le probléme dual. Pour cela réécrivons (D) en un probléme (D') de type minimiser:

. . ulz u% u32 uluz u1u3 .
minimiser —- + -+ - +—5%+ —5> — g S0US les contraintes —uy <0, —uy <0, —u3 <0
Ecrivons les conditions de Kuhn et Tucker:
[Hl +££2;+u73— —),1 = ()
Ez_ 1 u]. —
{3 Y _
2 -+ 2 /13 =0
A; 20 (=1,2,3)
/l,;ui = () (i=1,2,3)

Ce systéme admet une solution telle que (uy,uy,us) vérifie les contraintes de (D):

2,1:0, 2,2=ﬂ,3 =%,u1=1, U =u3=0.
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Les hypothéses de qualification sont satisfaites puisque les conditions de I'ind€épendance linéaire

sont satistaites.
Le probleme (D') vérifiant par ailleurs les conditions de convexité, les conditions de Kuhn-

Tucker sont suffisantes et le point (1,0,0) est minimum (global) donc maximum (global) pour
(D).
inf{L(x,(l,0,0)): X € R”} est atteint par le point (x1,x5) :(%,%) Il est unique donc c'est la

solution de (P) (les hypothéses de convexité et de superconsistence étant vérifi€es on sait que la

fonction de Lagrange admet un point selle).

Remarquons que 9(1,0,0)=%=f(%,%) et que x; =x9y =—%—-, uy =1, uy =u3z =0 véritient les

conditions de Kuhn-Tucker de (P).

6. Résolution du probleme dual

6.1. Algorithme de sous-gradient
6.1.1. Sous-gradient de 1a fonction duale

Notons: w=(if),ﬁ(x)=(§gg), X(w)={xeX: f(x)+wef(x)=6(w)}.

Le théoréme suivant montre comment, une fois résolu le probléme de minimisation €valuant & en
w , on peut obtenir simplement un sous-gradient de 6 en w.

Théoreme: Vx € X(w), B(x) € d0(w).

Théoreme: Si 6(w) est différentiable en w alors d8(w) comporte un seul élément & savoir
VO(w) le gradient en w.

On déduit des deux précédents théorémes que si 8(w) est différentiable en w et si X(w) # O alors
X(w) comporte un unique élément x et B(x)=VO(w).

Remarquons que 6(w) différentiable en w n'implique pas X(w)# <. Considérer le probleme

minimiser e ° sous la contrainte \/xz+y2 —x<0. La fonction duale est

O(u) = inf{e‘y + u(\/xz +y% - x)} =0 Vu 20 (identiquement nulle) et X(u)=© Vu=>0.
X,y

Théoréme: si 6(w) est différentiable en w solution (optimale) du probléme dual et si
x € X(w)# O alors (x,w) est un point selle.

6.1.2. Maximisation de la fonction duale

On cherche i1c1 a résoudre le probléme dual c'est-a-dire maximiser la fonction duale sous la
contrainte que certaines des variables doivent €tre positives ou nulles. La simplicité de ces
contraintes fait que l'on peut adapter l'algorithme de plus forte pente utilisé dans le cas de
l'optimisation sans contraintes. La différence est qu'on utilise un sous-gradient a la place du
gradient et que l'on interdit les déplacements qui rendraient négatives des variables astreintes a

€tre positives ou nulles.
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Algorithme de sous-gradient (algorithme d'Uzawa)

On se donne une suite de nombres réels p(k) > (.

(0)
Soit w'? = (':(0)) avec u'” >0, k=0.

1) résoudre le probléme min f(x) + w) o P(x): soit x‘®) une solution.
xeX

wE ) = P(w(k) +p(k)ﬁ(x(k))) olt P(.) est la projection sur K= ()Z)):y cR"y2>0,ze€eR";

si w1 =™ alors STOP
sinon k=k+1 et aller en 1)

La condition d'arrét w*™ =w'®) implique que (x(k),w(k)) est un point selle. Cec1 se montre en

utilisant la caractérisation de la projection sur le cbne convexe K .

On remarque que les conditions caractéristiques 2) et 3) des points selles
g(x(k)) <0, h(x(k)) =0, u'® o g(x(k)) =0 sont les conditions d'optimalit€é de la maximisation sur

K d'une fonction différentiable ot le sous-gradient S (x(k)) joue le réle du gradient.

Les choix possibles de p("") sont:

- constant p(k) =p Vk

- la série divergente p(k) —0, ) p(") — to0
k

Théoréeme
Dans le cas de la minimisation d'une fonction quadratique f(x)=sxeAx—bex (A définie

positive) sous des contraintes d'inégalité affines Dx —d <0 (D de rang m) et X = R", dans le cas

du choix p® =p Vk,si pe |0, AWSH(ZA) (A, (A) est la plus petite valeur propre de A) alors la

—

suite (x(k),w(k)) converge vers (x*,w*) un point selle.

Exemple: appliquons 1'algorithme d'Uzawa au dual du probléme minimiser f(xy,x, )= xf‘ + x%
0\
. >
sous les contraintes { ! J;xz 1> en partant de w9 = 1 | avec le pas constant p =1.
X1 =< 0, X0 < 0 \ 1 )

(81(351:5‘52)\ /_xl_x2+1\
On pose: g(x(,x,)=| g,(x1,%,) .
&) o -n

]
|
=3

itération |1
On minimise x{ +xs —x; —x, (x;,x,)€ R*. La fonction étant convexe et soumise A aucune
contrainte, il suffit de chercher un point critique: x; = x, =4. Ce qui donne 6(0,1,1)=-1

0 (O\ /0\
uD = T =3 |=1 3
I |

\-2) 3y

itération 2
Co. ’) ’) 0 . :
On minimise xi +xj —5x; —5x, (x1,X,)€ R*. La solution est x; =x, =%. Ce qui donne

2
0(0.4.4) =1
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{ 1\ /1Y
(2) (1) 21 %
uw- =121t "9|7|%
HEEIRE

) \"4/) \%)

itération 3
. 2 2 3 3 | 2 : — oy — 3 ;
On minimise x; +x5 —$x; —5X%, +5 (x1,%x,)€ R". La solution est x; =x, =5. Ce qui donne

4
1 1 1Y_ .7,
9(2’4’4)_3

(1N (1Y) [ 3 (3

2 4 £ | 3 | Nk
u'? +g(2,3)= gil- 4 —-—28- = —% . En projetant sur K=(R+) on obtient: u"? = 8 .

\4) \"3) 78/ "

itération 4
ST 2 2 3 3 3 2 : = y. = 2 i
On minimise x; +x5 —5Xx; — 73Xy +3 (x1,x,) € R”. La solution est x; =x, =%. Ce qui donne

0(3.0.0)= 3

\
(% ( T ] ( ] ) (1)
1> +g(%,%)= 0|+ —% = —% . En projetant on obtient: u =10
0 3 L__3_ 0,
\ \ "8/ S )

itération 5
On minimise x12 + x% — X1 — Xy +1 (x1,%x,)€ R*. La solution est x; =x, =%. Ce qui donne
6(1,0,0) =3

(1) (o) (1 1
u® +g(4,4)=|0 |[+| -1 |=| =% |. En projetant on obtient: > =| 0 |
0/ [ _1 _1 0
\ 2/ \ 2/

1 = u® donc on arréte.

Véritions que (x*u*) = (%,%—,1,0,0) est un point selle:

(1 0
- les relations de complémentarités 3) sont vérifiées: u e g (x* ) = 0) o —-% =0
I
2

/0\

- la condition 2) (x* réalisable) est vérifiée: g(x*)= —% <0

1
\" 2/
- la condition 1) (x* minimise la fonction de Lagrange L(x,u ) en u*) est vérifi€e par définition
de x*.

On a mentionné a titre indicatif (elles n'interviennent pas dans l'algorithme) les valeurs de la
fonction duale en chacun des points parcourus. On constate que la fonction duale augmente a

chaque itération.

On notera I'importance du choix de p. Par exemple s1 on prend p =2 pour le mé€me probleme, en

partant du méme point, 1'algorithme cycle (c'est-a-dire repasse toujours par un meme point) sans
jamais atteindre le point selle.

40



6.2. Méthode des plans sécants

Le probléme dual (D) peut s’écrire:
maximiser z

z< f(x)+ueg(x)+veh(x) pourtoutx € X
u =
En effet, pour u , v fixés, s1 7z est maximum alors

w

7= inf{f(x) +ueg(x)+veh(x). xe X} =06(u,v). Donc le probléme ci-dessus revient a
maximiser la fonction duale 6(u, v) sous les conditions #=0 soit au probléme dual.

Ce probleme est un probléme lin€aire (en les variables z, u, v) qui comporte autant de contraintes
(en dehors des contraintes #>0) qu’il y a d’éléments dans X (en particulier cardinal de X peut €tre
infini).

C’est pourquoi a la place de (D), on résout une relaxation de (D) ou seulement quelques
contraintes sont prises en compte. Si la solution obtenue vérifie toutes les contraintes ¢’est fini
sinon on rajoute une contrainte non vérifiée et on réitere.

sous les contraintes {

algorithme:

soit X contenant quelques €léments de X, k « 0.

(1) on résout le probléme maitre:
maximiser 7

rsz(x)+u0g(x)+v-h(x) pourtoutxeX(k)
u20

Soit z(¥/ : 1) : (%) une solution. Pour tester si cette solution vérifie toutes les contraintes de (D),

on résout le sous-probleme: 7 = mjn{f(x) +ul®) o g(x)+ y(%) o h(x)}

sous les contraintes -

xeX
siz(F <7
alors STOP (on a résolu (D))
s1non

soit x(*/ une solution du sous-probleme
x (kD) x(k) { x (k) } (on rajoute une contrainte au probléme maitre)

k< k+1 et aller en (1)

Exemple: appliquons l'algorithme des plans sécants au dual du probleme minimiser
r’31(-7‘71;» x2)=——x1 — X9 +1<0

2 2 :
, = x; + x5 sous les contraintes
f(x1 xz) x; + x5 es contrainte i(xl,xz)EXz{(xl’xz): x1 20, x» 20}

Partons avec X% ={(0,0),(1,1)}.
1tération k=0:

75
Le probléme maitre est: maximiser z s.C. 12 <2 — iy
u 20
LLa solution est z(o) =1, ul(o) =1.
\ e s 2 2 _
Le sous-probleme est: z = inel%{xl + x5 —Xx] —Xxp + 1} = %
La solution est xl(o) =x£0) =—%—. 2% > 7" donc on rajoute au probléme maitre, la contrainte
c 0) _ (0) _1 . 1) _ 1 1
engendrée par xl( = X, ) =5 i.e. xM —{(0,0),(1,1),(5,5)}.

41



itération k=1:

z<u
<2-—1y
e probléme maitre est: maximiser z s.c. - iy
=2
uy =0
z(l) = -%—, ul(l) =1 est une solution.
\ . ¥ - 2 2 _ 1
Le sous-probleme est: z = gg}r}{xl +x5 —x1 —xp + 1} =

71V < 7™ donc on arréte. L’optimum du dual vaut —%— et est atteint pour y; = 1.
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Méthodes primales

1. Introduction

On va considérer 1c1 deux méthodes. On les qualifie de primales car elles atteignent la solution du
probleme par dé€placements successifs dans l'ensemble des solutions réalisables c'est-a-dire
respectant a chaque 1tération les contraintes du probléme primal. L'avantage d'avoir a chaque
itération une solution réalisable est que s1 I'on peut se contenter d'une solution sous-optimale on
peut interrompre l'algorithme avant terme. L'inconvénient est que dans le cas de contraintes
quelconques la mise en oeuvre est difficile. On se restreindra 1ci au cas ou l'ensemble des
solutions réalisables est un polyédre (contraintes linéaires). Les deux méthodes s'étendent a des
problémes soumis a des contraintes quelconques mais sont alors de mise en oeuvre plus délicate.

2. Méthode du gradient projeté
2.1. notations, définitions

On considere le probléeme: minimiser f(x) sous les contraintes

a.ex<b; (iel),a;ex=b, (ieJ) ou f:R" =R, de classe Cl , I et J finis. Les contraintes
d'inégalité sont non singulieres (Vi € I, dx réalisable t.q. a; e x < b;).

Pour tout x solution réalisable /(x) est I'ensemble des indices des contraintes d'inégalité saturées

par x. On fait I'nypothese que x véritie le critére de qualification de I'indépendance linéaire c'est-
a-dire que les vecteurs a; i€ I(x) U J sont lin€airement indépendants.

2.2. principe de la méthode

On part d'un x solution réalisable. On détermine la direction d définie par la projection de
—Vf(x) sur l'espace L= {y: a,ey=01€l(x)V J}: d=P; (—Vf(x)) ou Py, est l'opérateur de
projection orthogonale sur L. — Vf(x) se décompose dans L + -Vf(x)=d+ Y A,a;,. Par
el(xyuJ
construction, le déplacement dans la direction d ne viole pas les contraintes saturées. Si d#0 le

déplacement se fait jusqu'a atteindre le minimum de f dans la direction d mais en respectant les
contraintes non saturées. On obtient un nouveau point et on réitere. Si d=0 alors

~-Vf(x)= Y A;a;.Si VielI(x) A; 20 alors les conditions de Kuhn-Tucker sont vérifiées et on
iel(x)uJ
arr€te. Si Jj € I(x) A; <0 alors cela signifie que la contrainte j est inactive sur x. On la retire de

I(x) et on réitere.
2.3. algorithme

soit x une solution réalisable
1) déterminer /(x)
2) déterminer Py, 'opérateur de projection sur L = { yvia,ey=0iel(x)uJ }
d = P (-Vf(x))
s1 d+#0 alors
o = max{a > 0: x + od réalisable }
soit &y solution de minimiser f(x+ od) sous la contrainte 0 < & < oy
X< X T azd

aller en 1)
s1 d=0 alors
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déterminer les coordonnées A; de —-Vf(x) dans la base des a; iel(x)uJ I1.e.

el(xy)oJ
Si VieI(x) A; 20 alors les conditions de Kuhn-Tucker sont vérifiées. FIN.

Sinon soit je€ I(x) A; <0, I(x) < I(x)—1{j} , aller en 2)

Remarques pratiques:
- le choix habituel de j consiste a prendre celui tel que A ; est le plus petit (le plus négatif)

. -1 . . o .
- I'opérateur Pj, est déterminé par P, =1— A’ (AAjr ) A ou A est la matrice constituée des lignes

a, ieI(x)uUJ.Deplus A = (AA’)—I A(=V£(x)). Sous I'hypothese de I'indépendance linéaire des

a;, iel(x)uJ, AA' est inversible.

o L. 2 ) . x| +xy 21
Exemple: soit (P) minimiser f{xj,x;)=x; + x5 sous les contraintes {xl >0’ xy 20
—x1 — Xy <1
On met les contraintes sous la forme {—x; <0
—X9 <0

Itération 1.

Partons de B = (%) VF(Ry)= (g) On projéte (_04) sur L={y: y, =0}, on obtient d = (_04).

. . — 4o > o
Déterminons le déplacement maximum: %_ jg > %)} =

IA A

l"‘l
‘1* > = 0 =% (la troisieme contrainte
2

o

n'itervient pas par construction de d).

Le minimum de f(2-40,0) sous la contrainte 0 < o <+ est atteint en oy = EIT

I

Itération 2.
Nous obtenons le nouveau point P =((1)) Vf(ﬁ)=(%). On projéte (_2) sur

0
7 =1y B (oY . 0 .
—-{y. yi +y9 =0, y9 —O}—< 0 |- on obtient d=| ] Cherchons les coordonnces de

—Vf(B ) dans la base (j)(_(_)l) On a: (_02):2(:%)1%—2)(_01), ce qui montre que la

contrainte —x» <0 n'est pas active. On projete (_02) sur le nouveau L={y:y; +y, =0}, on

obtient d = (_11) Déterminons le déplacement maximum: ;;%2 0} = 0<1=>0=1 (la

premiere contrainte n'intervient pas par construction de d).
Le minimum de f(1 -, o) sous la contrainte 0 < ¢ <1 est atteint en oy = %

Itération 3.

(1)
Nous obtenons le nouveau point B = % . Vf(PZ):G). On projete (j) Sur
\2/ |
L= {y: V1 + Yy = 0}, on obtient d = (8) La coordonnée de —Vf(Pz) dans la base (:D est 1.

On arréte.
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Les différents points parcourus sont représentés sur la figure 1.

X 4+ X =]
|

figurel

3. méthode du gradient réeduit

3.1. Notations, définitions

On considére le probléme: minimiser f(x) sous les contraintes Ax=5b, x20 ou f :R" > R est
de classe Cl , A est une matrice m lignes, n colonnes de rang m<n, b un vecteur de dimension

adéquate.
Rappelons que, quelque soit le polyedre initial, il est toujours possible de se ramener a ce type de

contraintes.

On définit une partition des variables en Bc {l,...,n} et N={l,...,n}—B telle que |B|=m et
Ap, la matrice formée des colonnes de A indexées dans B , soit inversible.

Quitte & permuter les colonnes, A se décompose en (Ag Ay) ot Ay est la matrice formée des
colonnes de A indexées dans N .

AB
AN
indexées dans B et xy est formé des composantes de x indexées dans N. Ainsi

Quitte a permuter les lignes, tout x se décompose en ( ) ol xp est formé des composantes de x

Ax=b & (Ap AN)(;Cf!) =Apxg + Ayxy =b et si Ag est inversible alors on peut exprimer xp

en fonction de xp par la relation xp = Aglb — AglANx N -

x1+2x2 +3.x3_x4 :6

Exemple: soit le systeme {-’C1 + 3%, +2x, +5x, =4

.4 (123 -1
101A—(132 5)

Choisissons B={1,3},N={2,4}. Alors Ay _—_-(% %),AN =(% _51), Xp ‘—'(icl):xw :(?)
3 4

(A A ) Xp __(1 3) X +(2 -1) Xy ) [ %1 +3x; N 2xy — x4 \_( X1 +3x3+2xy — x4
B N XN —\1 2 X3 3 5 X4 - X1 +2JC3 3x2 +5JC4 - X1 T 2.1'3 +3x2 + SJC4
On fera I'hypothése de non-dégénérescence a savoir VB t.q. Ap Inversible, Aglb > 0.

Comme pour la programmation linéaire, il est plus commode d'utiliser la transposée du gradient

de f (vecteur ligne) que le gradient de f (vecteur colonne). On note % = (%}—,..., g )= VF' (on
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aura reconnu la matrice jacobienne de f). De maniére similaire aux notations précédentes on note

of [ of 2 . of ( of oF ) .
e _\&’le axjn_m) Jr EN et oy _(3)‘51'1 axim I, €B.
f peut s'exprimer en fonction de Xy ~ uniquement:

f(xp.xy)= f(Aglb —AglANxN,xN) = f(xu ). Le gradient de f est appelé gradient réduit de f

of _ o ,-1 of
QxN - 8x3 AB AN T c?xN '

et sa transposée s'exprime par

Exemple (suite): soit f(x;,X,,%3,%4 ) =x{ +x5. On exprime x; en fonction de x,,x,, on obtient
Py, 24 ) = (5%, —17x,)* + x5 et (j‘-’f{; %) —(52x, +170x, 170x,+578x,). On pourra
vérifier ce résultat avec la formule matricielle donnée ci-dessus.

3.2. principe de la méthode

Plutdt que de considérer f, fonction de n variables, on considere f fonction de n-m variables.

Outre le fait que le nombre de variables est ainsi moins important, I'intér€t est que ces n-m
variables sont soumises seulement aux contraintes relativement simples de non négativite.

On part d'un point x réalisable et on choisit une partition des variables (B,N) vérifiant les

criteres énoncés plus haut.
On va effectuer un déplacement dans la direction opposée au gradient réduit mais en prenant soin
de ne pas rendre négatives les variables indexées dans N et nulles. Notons

r= —%(x)AglAN —-%(x) la transposée du gradient réduit pris au point x . On définit la

direction d, se décomposant en dp et dp, de la mani€re suivante:

Osir:>0etx; =0

o J J ’
) d] _{—rj Sinon (JEN)

- dy étant défini, dg est déterminé via les contraintes d'égalité par dp = —A'B'lA NAN
Si dy#0 le déplacement se fait jusqu'a atteindre le minimum de f dans la direction d mais en

respectant les contraintes de non négativité des variables. On obtient un nouveau point x'. 51 une
de ses composantes dans B , disons s , s'annule on construit une nouvelle partition des variables
B’=B—{s}+{r} N'=N+{s}—{r} ol r est choisi de sorte que Ap soit inversible et que x,
soit non nul puis on réitere. Cette opération, appelée changement de base, est nécessaire car sinon
on risque de faire du surplace, la nullit¢ de x; blocant le déplacement suivant. Le fait de faire

passer s dans N permet de contrdler la variation de la coordonnée s qui ne peut €tre que positive
ou nulle par construction de la direction de déplacement.
Si dp=0 les conditions de Kuhn-Tucker sont satisfaites et on arrte.

Théoreme
Si la méthode de gradient réduit construit une direction de déplacement nulle, 1.e. dy=0, le pont

courant x vérifie les conditions de Kuhn-Tucker.
démonstration:

%(x)—l—ﬂA—ﬂ,:O

Les conditions de Kuhn-Tucker s'écrivent: { A =0
;Lixi = () i=1,...,n

\.,

Soient i = __(%B-(xmgl, Ap=0, An=r=— aif; (x)A5 Ay + %(x). %1, A vérifient-ils ces

conditions? Pour la premiére égalité un simple calcul le montre. La deuxiéme condition (A 2 0)
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est vérifiée car dy =0=>r>0 d'aprés la définition de dp. La troisieme condition
(complémentarité) est vérifiée car d; =0=>(r; >0etx; =0)ou(-r;=0)Vje N toujours par
définition de dj.

3.3. algorithme

Soit x un point réalisable et une partition des variables (B,N) t.q. Ag inversible

N ¥ o\ A :
1) déterminer r=—-(x)A5' Ay +57-(x)

- OSii‘j>OetJCj=O _ P A_lAd
4j =1-r; sinon (JEN), dp=-Ap Aydy

S1 dy#0 alors
oy =max{a20: x+od 20}
soit ay solution de minimiser f(x + ad) sous la contrainte 0 < o < ¢

X & X+ Otzd
si ds € B x, =0 alors on change de base:

soit r€ N t.q. Ap inversible (B’=B—{s}+1{r}) et x, maximum
B« B—{s}+{r}
N« N+{s}—{r}
alleren 1)
sinon FIN.

Remarque pratique:
au cours de l'algorithme, il faut effectuer le changement de base B'=B-—{s}+{r}

N’ = N+ {s}={r} et il faut alors calculer Ay’ . Ce calcul peut étre fait 2 moindre cofit.
-1
On a l'identité Az’ =(A5'Ap ) Ag'

Ap. étant obtenue a partir de Ap en remplagant la colonne Ay, par la colonne Ary , ON @

0 -. : 5
AIEIAB" =1 . p | Oﬁ AEIA{F} — p
\O V. 1/ \Ym /

-y )

| .O p O
y 0 :
si p# 0 alors (AglAB,) =1 : =

‘ “Im
\O P 1/

On peut donc calculer A; en prémultipliant Agl par une matrice simple a obtenir.
p est appelé pivot de la colonne r.

Exemple: reconsidérons le systeéme {x1 + 3, +2%, +5x, =4

123 -1
A=(132 5)

Choisissons B={1,3},N={2,4}. Alors Az = G %) et Ap = (_12 _1)
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Effectuons le changement de base B’ ={2,3}, N’ ={1,4}

— -2 31\(2 S 2 3 . . _ -1
ABlA{z} =1 1 _1)(3):(_1) p=5#0 et donc Ay =(3 2) est inversible (ABIAB,) =(

SRS

Sous 'hypothése de non-dégénérescence, 'opération changement de base est toujours possible. En
effet xp + Az Ayxy = Az'b>0 et si on note p; le pivot de la colonne j (relatif a x5) on a:

seBt.q. x,=0= ijxj >0=dreNt.q. p,x, #0.
jeN

el

’

£ 0
1
AB.- — i 1
S

[ thtl‘)
|
U‘IM LAja

Exemple (suite): pour B={1,3} , on a (g) + A{_l}3}A{2’ 4}(2) = A{"l}3}b
.. [ X -2 3Y2 —-1\x) (-2 3\6
ai (3 )+(7 2)5 3)E)-(7 ks
: X1 5 17\ x\ (0
soit encore (J@)) + (_1 —-6)(3:4 ) = (2)
x3=0=>-x9) —6x4 =2
Les pivots des colonnes A7 et A4 (relatifs a x3) sont -1 et -6. S’ils étaient nuls on aurait 0=2. On

voit aue la condition de non-dégénérescence n’est pas nécessaire puisqu 1Cl Azlh a une
B

composante (celle associée a x1) nulle et pourtant on peut effectuer les changements de base B-
[1}+{2} et B-{1}+{4}, les pivots (5 et 17) étant non nuls.

L P s 2 2 . x1+x9 21
Exemple récapitulatif: soit (P) minimiser x; + x5 sous les contraintes {xl >0, xy >0

: .« e e 2 p) : x1+x2—x3=1
(P) revient a minimiser f (xl ,xz,x3) = x; + x5 sous les contraintes {xl >0,%, >0,x3 >0

2

Choisissons le point initial Fy = (0} et B={3}, N={1,2}.
1

[tération 1.

On d X3 =—1+x1 +x2. On cI déduit ]?(xl,xz):f(xl,xz, ] 1 X1 +x2):

. (—4
%:(% %)=(2x1 2x2) et r=(4 O). LLa direction de déplacement est d=| O J

—4
2\ (—=4) (<1
o< =
1) =4 *=7

Le minimum de f(2-4a,0,1—4«) sous la contrainte 0 < o < % est atteint en oy = %

(1)
Le nouveau point est P, =| 0 |. Sa coordonnée 3 est nulle. Il faut effectuer un changement de
0,
base. L'indice 1 est l'indice dans N associé a la coordonnée de P; la plus grande: on forme la

nouvelle décomposition B={1} et N={2,3}.
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Itération 2.
On a x1=1—x2 -|-JC3 d'ou f(xz,x3):f(1—x2 +x3,x2,x3),

af -(__._QL.{__@C_ i-{- af):(—2x1+2_1,’2 2_)(,'1) ct r:(—-2 2) sz(g) el dB =—2 donc la

dxy \ Ox;  Oxy odxy  Oxz
(=2 (1} (-2} b <l
direction de déplacementest d=| 2 |. { O |+ x| 2 20:{ _ 2= 0 :%
0/ \0) (0, 20

Le minmmmum de f(1-2¢,2¢,0) sous la contrainte 0 < ¢« S—%— est atteint en oy = -3‘1‘-

(L)

O = 1O

Le nouveau point est P, =

\ /

Itération 3.

Le gradient réduit en P2 est r=(0 1) et donc dy = (8) On arréte.

Véritions que les conditions de Kuhn-Tucker sont satisfaites:

ici A=(11 -1)
soient u:-%(%,%,o)A;I =—2xLt=—1 (car A =1), 1;=0, (A, A3)=r=(0 1)

d e
%(%,%,0)+M—A=O©(2x% 2><% 0)—(1 1 -1)—(0 0 1)=(0 0 0), donc vérifié.

On aura remarqué que 1'on a une écriture "transposée” des équations de Kuhn-Tucker.
A 20 et les conditions de complémentarités A X % =0, Ay X % =0, A3 Xx0=0 sont vérifiées.

Remarque: en partant du méme point on obtient des cheminements différents selon le choix du B
initial. Par exemple si l'on choisit B={l1} et N={2,3}, on passe par les 3 points

3
d
0

(;W (2 1)
5 S 2
A = % , Py = , P; =| 1 | sans changer de base B.
1
5

5 o)
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Méthodes de pénalité et de barriere

1. Introduction

Le principe de ces méthodes est de transformer le probléme initial en un probléme sans
contraintes dont la résolution est a priori plus facile surtout dans le cas de contraintes non

linéaires.

2. Méthode de pénalité
2.1. Introduction

La méthode de pénalité est une méthode duale dans le sens ou elle atteint la solution du probleme
par l'extérieur de I'ensemble des solutions réalisables. Dés que ['on atteint une solution réalisable
celle-ci se trouve étre une solution optimale. Cette méthode consiste a résoudre une suite de
problémes sans contraintes. L'inconvénient inhérent aux méthodes duales est que si 'on arréte
l'algorithme avant terme on ne dispose pas d'une solution réalisable.

2.2. Principe de la méthode

On considére le probléme (P): minimiser f(x) xe€Sc R"

A partir de (P) on construit le probleme sans contraintes (Py): minimiser f(x)+ UP(x) x €& R"
1) P continue

ot € RY et P:R"™ — R vérifie {2) P(x)=0 VxeR"
3) P(x)=0&x€el

P(x) est une pénalité infligée a tout x qui n'est pas solution réalisable de (P).
exemple: pénalité de Courant-Beltrami
S1 S= {x: g:(x)<0i=1,....m h(x)=01= 1,...,p} on peut prendre la pénalité

m 7 P
P(x) = Z(g;'(x)) + ¥ (h(x))° ob gF(x) = max{0,g;(x)}
=] =]

Intuitivement pour y "grand", toute solution (optimale) de (Py) a une pé€nalit€ nulle c'est-a-dire

est réalisable pour (P). Mais on ne sait pas a priori quelle valeur assigner a y. C'est pourquoi,
pour chercher cette valeur, on se donne une suite (i ) (positif) strictement croissante et qui tend

vers I'infin1 (par exemple k).
LLa démarche des méthodes de pénalité est alors la suivante:

- pour chaque k on résout le probléme sans contraintes (Pg): f(x)+ 1 P(x) x€ R"
- on obtient (xj ) la suite des solutions des (Pk).

Question: la suite (x; ) converge-t-elle vers une solution de (P) ?

2.3. Convergence de la méthode

On se donne une suite (1, ) telle que py 1 > Wy >0 et qui tend vers I'infini.
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On note:

- q(x, g ) = F(x) + g P(x)

- x; la solution de (Pr): minimiser q(x,uk) = f(x)+ugP(x) xeR"
Hypothése: Vk (Pr) admet une solution x.

Lemmel

(xkaﬂk) (xk+1=ﬂk+1)
P( ) P( k+1)

f( )-— ( +1)
Lemme?2

Soit x* une solution de (P). f(x*) 2 q(xk,yk) > fxg) Vk

Théoreme

Si f continue alors toute sous-suite convergente (xkp ) converge vers une solution de (P).

démonstration

Soit ¥ la limite de (xkp ) soit x* une solution de (P).

Les lemmes 1 et 2 impliquent:

), oy )5 o, i Pl o, i, 1) o<y

f(x)- f(x/c )

Pk,

0<P(xk ) donc P(xkp )—P—>0 et par continuité de P P(%) =0

X est donc une solution réalisable de (P).

f(xkp ) < f(x* )= f(x)< f(x* ) X est donc une solution (optimale) de (P).
|

Le théoréme précédent répond donc, dans une large mesure, affirmativement a notre question
initiale qui posait en fait le probleme de la validité de la méthode des pénalités. Le théoreme
suivant montre l'existence de sous-suites convergentes.

Théoreme
Si f coercive alors Vk (Pr) admet une solution x;, de plus si (P) admet une solution alors la suite

(x4 ) est bornée et donc contient une sous suite convergente.

démonstration
q(x,uk)=f(x)+ukP(x)2f(x) car U P(x)=20. q(x,uk) est donc coercive et (Pr) admet

une solution x;. Soit x* une solution de (P), f (x 2 ) <f (x*) ce qui implique par coercivité de f

i

que ||x, || < e

)1



2.4. Approximation des multiplicateurs de Lagrange

Soit §={x: g;(x)<0i=1,...m hi(x)=0i=1,...,p}
On considere la pénalité:

n p) P
P(x)= Y (g (1)) + X ()" ot g (x)=max{0,g; (x)}
=] 1=l

2
Lemme: Si g; est de classe Cl alors (g:' (x)) est de classe Cl et son gradient est donné par

Vgs'z (x) = 2;1.:;}17F (x)Vg; (x).

L’intérét de ce résultat est que g(x,/; ) est de classe Cl et que I’on peut utiliser les résultats
usuels pour chercher son minimum (point critique etc...).

Théoreme
Si x* solution de (P) vérifie le critere de qualification de I'indépendance lin€aire

Sifetg, h sont Cl
: k *
S1 X, —>X
alors Zukgj(xk)L)Ai et Zﬂkh,;(xk)imci les multiplicateurs de Lagrange associés
respectivement aux g; (i=1,...,m), b (i=1,...,p).

démonstration
- x* solution de (P) vérifie les conditions de Kuhn-Tucker:

Vf(x*) + > A;Vg (x* ) + i Ot,;Vh,;(x*) =0 avec 4; 20
iel(x" ) i=1

L'indépendance lin€aire des Vgi(x*) iel(x*), Vhi(x*) i=1,...,p assure l'unicité des

Aiiel(x"), o i=1,..,p

m 0 p
_ xg solution de (Py) est un point critique de f(x) + i z(gj (x)) + i Y (B (x))* donc:
=1 =]

VF(xk )+ tr §28f (xx )Vei(xr )+ 1r §,2hi (xk )Vhi (x ) =0

=1 1=]

X >x*)

- 1l existe K tel que ViEI(x*) k>K:>gj(xk)=0 (car gi(x*)<0 et xy,
P
k>K V(e )+ue 2 287 (k) Vai(xe )+ i X2k (xy ) Vi (x5 ) =0

iel(x") i=1
Passage a la limite et unicité des solutions permettent de conclure.

. . 2.2 . x1+x9 21
Exemple: soit (P) minimiser f(xy,x)=x; + x5 sous les contraintes {xl >0 xy 20
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gl(xl,xz) =—X1 — X9 +1<0
On met les contraintes sous la forme { g7 (x1,x9)=—x1 <0
g3(x1,x2) =—X9 <0

Résolvons ce probléme a l'aide des pénalités de Courant-Beltramu.
[gi" (X1,X9) = max{O,—xl — X9 + 1}

On POSC:. < g; (x1 s X9 ) = max{O,—xl}
Lg;_ (xl ,x2) = max{O,—xz}

La pénalité€ est: P(xl,xz) = (gf (x1,X%9 ))2 + (g'{ (xl,xz))z + (g;r(xl,xz))z

En prenant p; =k, on doit résoudre la suite de problémes (Pg): minimiser

f(xl,x2)+kP(x1,x2) : (xl,x2)€ R?

f(x1,x9) +kP(x1,x5) est convexe, il suffit de déterminer ses points critiques c'est-a-dire
résoudre 1'équation:

3
Vf(xl,x2)+ kVP(xl,JCz) = Vf(xl,xz) T kZZg;'(xl,xz )Vgi(xl,xz) =0
1=1

lercas: —x1 —x9 +1>0, —x;1 >0, —x9 >0

23 +k(=2(—x1 —xp +1)=2(=x1))=0 _ [y + k(2 + x5 =1)=0 _ {(1 +2k)x + oy = k
2x9 +k(=2(=x1 —xp +1)=2(=x2))=0"" | xp +k(x; +2xp —1)=0 " {(1+2k)x) +kx; =k
=> X] = X9 = ¥ +k3k) >0 donc impossible.

2¢€ cas: —X1 — X9 +1>O,—x1 SO,—x2 > ()

rle +k(-—2(—_x1 — X2 +1))=0 X1 +k(x1 + X9 —1)=O

) —

2xp +k(=2(—x) = x2 +1)=2(=x)) =0 | x3 +k(x; +2x5 —1)=0
" k(k+1)

Y] =

(1+k)x; +hkey =k T k+1)2 4k
— —> <

(1+2k)x, + ke =k k

\ YA =
2T k+1)2 1k

donc 1mpossible.
>0

\.,

3ecas: —x1 —xp +1>0, —x1 >0, —x9 £0
Ce cas est symétrique au cas précédent (permuter x1 et xp) donc 1mpossible.

4e cas: —x;—x9 +1>0, —x1 20, —x9 <0

2% +k(=2(=x; —xp +1))=0

=X

4 r'-Jufl +k(x1 + X9 “-1) ,-(1 +k)x1 +kx2 =k
)

=0
X2 +k(x1 X9 —1)=0:><h(1+k

2xp +k(-2(—x; —x3 +1))=0 X +kxp =k
k
BRIy

On a trouvé une solution a (Pg). C'est sans doute la seule car f(xj,x,)+kP(x,xp) est
strictement convexe. Vérifions-le.

53



Secas: —x; —xy +1<0, —x1 >0, —x5 >0
2x1 + k(—2(-x1))=0 :>{(1 +k)x; =0
h-*Q,XZ + k(—Z(—xz )) =() (1 + k)JCZ =0

< = x1 = xo = 0 donc impossible.

6¢ cas: —x1 —x9 +1<0, —x1 <0, —x9 >0

2x =0 = _ n=x1 =x, =0 donc 1mpossible.
2x9 +k(-2(—x9))=0"|(0+k)xy =0

Jecas: —x; —x9 +1<0, —x1 >0, —x9 <0
Ce cas est symétrique au cas précédent (permuter x1 et x2) donc 1impossible.

8¢ cas: —X1 — X9 +1<0, — X1 <0, — X9 <0

{%2 Z% => x1 = xo =0 donc 1mpossible.

(_k
La suite des x; = 1+k2k est convergente. D'aprés théoreme, elle converge vers la solution de
\ 1+2k /
k) . (1Y
: — | 1+2k 2
(P): xp =| 77" /| 1
1+2k / \2/

La solution de (P) vérifie le critére de qualification de I'indépendance linéaire, les tonctions sont

C1 donc les limites suivantes nous donnent les multiplicateurs de Lagrange de (P):

k
JZkg;r () = 2k( -2 1) = 2 K s

2kgs (x)=0
2kg3 (x)=0

3. Meéthode de batriere

3.1. Introduction

LLa méthode de barriére est une méthode primale dans le sens ou les déplacements se font a
I'intérieur de l'ensemble des solutions réalisables, une fonction barriere empéchant d'en sortir.
On résout une suite de problemes qui par la présence de la barriere sont en pratique sans

contraintes.

3.2. Principe de la méthode

On considére le probléme (P): minimiser f(x) xeSc R"
tel que l'intérieur de § est non vide et pour tout x* solution de (P) tout voisinage V(x*) de x*
rencontre l'int€rieur de S. § est dit robuste. Cela signifie que 1’on peut atteindre x* par I'intérieur

de S.

B une fonction barriere est une fonction définie sur l'intérieur de § et
'1) B(x) continue

t.q.<2) B(x)=0

3) B(x)—> +co ssixs' approche de la frontiére de S
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Exemple: S={x:g;(x)<0i=1,...m} ol les g sont continues et t.q.

O O
S={x:g,(x)<0i=1,..,m} (S est l'intérieur de S). Sous ces hypothéses la frontiere de S est

I'ensemble {xe€ S:3Jit.q. g;(x)=0}.
Alors on peut prendre comme barriére:

B(x) = —-g 35%«1‘) , B(x)= ——Z‘{ Log(—g;(x)) avec —1< g;(x)

O 0
On considére le probléme: minimiser f(x)+ % B(x) x&8 oluc>0 (S estl'intérieur de S)
Ce probléme peut étre résolu par des méthodes d'optimisation sans contraintes, les propri€tés 1 et
3 de la barriere B empéchant de sortir de S.

Cependant pour que ce probleme soit €équivalent a (P), il faut ¢ grand pour que %B(x) soit

négligeable et ainsi minimiser f(x) sans €carter les éventuelles solutions de (P) situ€es sur la

frontiere de S. La valeur de ¢ n'étant pas connue a priori, on se donne une suite (c, ) positive et
strictement croissante qui tend vers l'infini (par exemple k) et on résout la suite de problemes

0,
(P, ) minimiser f(x)+3-B(x) x €S. On obtient (x, )} 1a suite des solutions.

Question: cette suite converge-t-elle vers une solution de (P) ?

3.3. Convergence de la méthode

On montre que si f continue, toute sous-suite convergente de (x, ) converge vers une solution de

(P).

Exemple: soit (P) minimiser f(x;,x;)= Jcl2 + x% sous la contrainte x; +x, 21

On met la contrainte sous la forme g(x;,x,)=—x; —x, +1<0

Utilisons la barriere B(x;,x,)=—Log(x; +x, —1)

On résout la suite de problémes (£, ):

minimiser x; + x,; + —};(—Log(xl + Xy — 1)) sous la contrainte x; +x, >1

LLe domaine des solutions réalisables étant ouvert, le minimum est atteint nécessairement en un
point critique. De plus la fonction €tant convexe (comme somme de fonctions convexes), tout

point critique est optimum global.

On a donc a résoudre: (1) szl T ’lc((xﬁ;lz—l))i(())

1 —1
h2x2 T k x1+x2—1

_ X =X
'On en déduit le systeme < 7. +1{=L ) =0
xl I k 2.1'1 '—1 _

\,

ILa deuxieme équation est du second degré et finalement on trouve 2 solutions au systeme:

1+, /1+2 _ I+ /142 _
x; = x, = —5—=. Seule la solution x; = x, = —3—= vérifie la contrainte x; +x, >1.

[4+4/1+3 | _ |
— k—)% donc la suite des solutions de (Pk) converge vers la solution de (P).

Observant le systéme (1), on peut considérer A, = }C(xl chz—l) comme une approximation du

multiplicateur de Lagrange de (P). Remplacant x;,x, on obtient A, =% 11 y 51
1 V%
2 2
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Méthodes lagrangiennes

1. Introduction

Ces méthodes consistent en la résolution directe des conditions nécessaires d'optimalité du ler
ordre (conditions de Kuhn-Tucker). Ce sont des méthodes itératives qui partant d'un point initial
opérent par déplacements successifs dans l'espace défin1 par le produit cartésien des variables
primales et des variables duales (multiplicateurs de Lagrange). Un bon point initial peut par
exemple €tre obtenu par une méthode de pénalité arr€t€e avant terme.

2. Problemes avec contraintes d'égalite
2.1. Fonction meérite

Soit le probleme (P): minimiser f(x) sous la contrainte #(x)=0
4 hy A

{ = |, JCERH.
)

ou =

JVf(x) + iﬂ.r:Vhf (x)=0

Les conditions nécessaires d'optimalité du ler ordre sont: =
=
h(x)=0

p
En utilisant la fonction de Lagrange L(x,u)= f(x)+ D u;h(x), ces conditions s'écrivent:
j=1

On définit la fonction de mérite par m(x, 1) = %|VL(x, u)”z + %Hh(}nc)ﬂ2

On voit que si on trouve un minimum global de la fonction de mérite on a résolu les conditions
d'optimalité du ler ordre du probleme (P).

Proposition
Soit 2 matrices AnXn, BnXm, m<n,Bderangm (donc m colonnes lin€airement
. e . , (A B\ .
indépendantes) et A définie positive sur {y:B y = 0} alors B0 est 1nversible.
\ /
Notations

Vh(x):(Vhl(x) Vhp(x)) matrice n lignes dont les p colonnes sont les gradients des 4;

(Vh(x)' n'est autre que la classique matrice jacobienne de A(x)).

Vm le gradient de m par rapport aux variables x .
V,m le gradient de m par rapport aux variables (L .

F(x)={y: Vh(x)ey=0 i:1,...,p}={y: Vh(x)'y=0}.

Lemmel
( Vm /HL(x,,LL)VL(x,,u)—I—Vh(x)h(x)\

\Vﬂm/ \ Vh(x)'VL(x,u) y

Le gradient de la fonction de mérite vaut
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Lemme?2

(dy
Soit d = dl ou d;, d, sont 2 vecteurs colonnes de dimensions respectives n et p. La dérivée de
\¢2
la fonction de meérite dans la direction d est
! ! (dl \ { t t !
(Vm' V,m )\ dw:w(x,u) HL(x,p)d, + h(x)' Vh(x)"dy + VL(x, ) Vh(x)d,

Le théoréme suivant montre que sous les conditions habituelles de qualification de I'indépendance
linéaire et les conditions suffisantes d'optimalité du 2¢éme ordre, un minimum local de la fonction
de mérite est un minimum global de la fonction de mérite.

Théoreme
Si HL(x,u) le hessien de la fonction de Lagrange est défini positif sur F(x) et s les Vh. (x) sont

linéairement indépendants alors (x,4) minimum local de m(x,u) est minimum global de

m(x,[L).

démonstration
(x,4) minimum local (sans contraintes) est donc point critique de la fonction de mérite:

[Vm N\ (HL(x,u)VL(x, 1)+ Vh(x)h(x)\ (HL(x,it) Vh(x)) VL(x,1t)} (0

Vym) | Vh(x)' VL(x,u) )\ Vh(x)' 0 )\ h(x) ) \0Uy
D'aprés la proposition et sous les hypothéses du théoréme, ce systtme a une solution unique

(VL(x,u)) (O\

. k(x) ) \0 )
La fonction de mérite est nulle et donc atteint son minimum global en (x, ).

2.2. Méthode du ler ordre

Cette méthode n'utilise que les dérivées premieres des fonctions.

, A A . o ysg
En partant d'un point 1initial (0) quelconque, on construit la suite définie par:
\H" )
(xEDY (BN ) MO A
e 1= @ +o®Pd® ot a™ minimise m 0 +ad® | dans la direction

\H \H" 7 ) H ) y

( (k) (Y
d(k) _ —VL(JC , U )

k

L AG) )

Théoreme

S1 HL(x(k),u(k)) le hessien de la fonction de Lagrange est défini positif au point courant alors la

dérivée de la fonction de mérite au point courant dans la direction d'® est négative ou nulle et
nulle ssi VL(x®,u®)=0.
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démonstration

La dérivée de m au point courant dans la direction d* est (cf. lemme 2)

—VL(x(k) u® )’ HL(x(k) u® )VL(x“‘) ,u(k)) |

i

d'®) est une direction de descente pour la fonction de mérite mais si VL(x(k),ﬂ(k)) = () alors la

dérivée directionnelle est nulle et il se peut que le minimum dans la direction d %) soit atteint sans
que h(x(k)) soit nul. Pour pallier a cette imperfection, on peut utiliser la fonction de meérite

modifiée w,, (x,u)=m(x,u)—yL(x,1) avec le parametre y > 0.

Théoréme
S1 HL(x(k), u(k))— vl est défini positif alors la dérivée de la fonction de mérite modifiée,

w. =m— YL, au point courant dans la direction d* est négative ou nulle et nulle ssi
Y P g

14
VL(x®,n®)=0 et h(x*)=0.

démonstration
[ Vw, \ (Vm—9yVL)

OnaV yL=nhet donc . De maniére similaire au lemme 2, la dérivée de

\Vuw,},/ \Vum—yh)
SROR .
w, =m— YL au point courant ) dans la direction d* est égale 2
&)

(wa’ Vuw?,’)d(k)=(me — WL Vﬂmr — j/hr) d™ soit

2
—VL(x(k) u® )f (HL(x(k) u® ) _ yI)VL(x(k) u® ) — ylr(x®)
2.3. Méthode de Newton
) . " e 1z ) VL(x,0)=0 L
La méthode de Newton résout les conditions d'optimalite h(x) =0 par approximations

linéaires successives c'est-a-dire qu'a chaque itération on a le systéme linéaire suivant a résoudre:

fVL(x(k)”u(k) ) + HL(x(k)“u(k) )(x(k+1) _ 5 ) 1 Vh(x(k))(ﬂ(kﬂ) _u(k) ) _ 0
h(x(k) ) n Vh(x(k) )r (x(k+l) _ W ) —0

h

Noter que si 4 =0 on retrouve la méthode de Newton des problémes sans contraintes.

Ces formules peuvent se mettre sous la forme matricielle:

(HL(x®, 1 ®) Va(x® )} (&0 _ 0 (-VL(x®,p®) o
f = k
VR(x®) 0 N —u® ) (e )
kD) (k) \
On pose d :(;j(k“) _;(k)/
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Remarque: si HL(x("), u(k)) est défini positif sur F (x®) et si les Vhi(x(k)) sont lin€airement

indépendants alors le systéme (1) admet une solution unique d %) (cf. proposition section 2.1).

Théoreme
La dérivée de la fonction de mérite au point courant dans la direction d" solution de (1) est

négative ou nulle et nulle ss1 VL(x(k), u(k)) =0 et h(x(k)) =0.

démonstration
SMOR

La dérivée de m au point courant dans la direction d'® solution de (1) est (lemme2)

Ay

—VL(x(k),u(k))zVL(x(k),u(k))—h(x(k))rh(x(k))z— VL(x®,u®) 2 _ p(x®) ?

]

d'®) est une direction de descente pour la fonction de mérite et un minimum dans cette direction
vérifie les conditions de Kuhn-Tucker du probléme (P). Pour assurer la convergence de la
méthode de Newton, on en déduit naturellement 1'algorithme qui suit.

Partant d'un point initial quelconque, on construit la suite:

(k+D\ [ (k)
X —| X + a(")d(k) ou o'®*’ minimise la fonction mérite dans la direction 4% solution
ﬂ(kH)/ \ﬂ(k)
de (1)

2.4. Relation entre la méthode de Newton et les problemes quadratiques

Le systeme (1) peut se réécrire:
(HL(x(k) ,ﬂ(k)) Vh(x(k) )\ /x(k_H) B x(k) \ /_Vf(x(k) )\

Vh(x(k))f 0 /'\ ptn )| —h(x(’”)/

\

(k+1)

On constate que st l'on pose y=x®tD _x0 =y . ces conditions sont les conditions

d'optimalité du ler ordre du probléme quadratique suivant:
minimiser %y . HL(x(k),u(k) )y + Vf(x(k)) e y sous les contraintes Vh(x(k) )t y + h(x(k) ) =(

Les contraintes de ce probléme sont une approximation linéaire des contraintes du probleme (P)
initial.

3. Problémes avec contraintes d'égalité et d'inégalite.

Soit le probléme (P): minimiser f(x) sous les contraintes g(x) <0 et A(x)=0

4 21 ) /hl \
ong=| : |,h=| : |, xER".
\&m \hp/
3.1. Programmation quadratique récursive (Wilson)

[.a méthode de Wilson est basée sur la relation établie précédemment entre la méthode de Newton
et les problémes quadratiques et résout a chaque itération un programme quadratique sous

contraintes linéaires.
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On considére maintenant la fonction de Lagrange L(x,A,i)=f(x)+ A ®g(x)+ 1 ®h(x) c'est-a-
dire intégrant les contraintes d'inégalités.

I.a méthode est la suivante:

- soit (x(o),ﬂ.(o), u(O) ) un point initial. Poser k=0.
- résoudre le probleme P(k): minimiser %y-HL(x(k),ﬂ,(k),u(k))y+ Vf(x“‘)) ey sous les

Vg(x(k) )t y + g(x(k) ) <0
Vh(x(k) )t y + h(x(k) ) =0

- soit y* une solution et A%, u'® les multiplicateurs de Lagrange associés respectivement aux
contraintes d'inégalité et d'égalité du probléme P(%).
2D = () 4 (0
2+ _ A(8)
k+1 k
| p Dy ®

- faire k< k+1 et réitérer.

contraintes

- poser -

Si 2 une itération k y*® =0 alors x®, A%, u™® vérifient les conditions d'optimalité du ler
ordre du probleme (P).

3.2. méthode des contraintes actives

Le principe est de se ramener a chaque itération a un probléme comportant uniquement des
égalités (appelées contraintes actives) que 1'on peut résoudre avec l'une des méthodes exposées
dans le paragraphe précédent. On présente la méthode dans le cas de contraintes générales mais
elle est de mise en oeuvre simple surtout dans le cas de contraintes lin€aires.

On note I(x) = {i g (x) = 0} 'ensemble des indices des contraintes d'in€galité saturé€es par x .

[La méthode est la suirvante.

On part de x9 réalisable. W' =1 (x(o)), k=0.
Minimiser f (x(k) + d) sous les contraintes gi(x(’"‘) +d ) =0 ie W¥, h(x(k) + d) =0

Soit d'*) une solution et A les multiplicateurs de Lagrange associés aux contraintes g.
Si d* =0
si A =0 alors FIN (les conditions de Kuhn-Tucker sont vérifiées)
sinon soit i € W A; <0, Wit — k) _ {it, k=k+1 et réitérer.
Si d* #0
déterminer @ maximum tel que o €[0,1] et x* + ad™ soit réalisable. Soit o) ainsi

obtenu.
LD () o (k) g (R)

kD _ I( x(k+1))
k=k+1 et réitérer.

Dans le <cas de contraintes linéaires (plus exactement affines)
g:.(x)=a;®x—b; , h(x)=c; ®x—d,, o™ est simplement déterminé par les relations:
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_ bi—apex® . (k)
Jo s~ Vitel quea; ed* >0

0<a<l
La linéarité des contraintes % fait que le déplacement a'®d'® est toujours possible puisque
0= hi(x(k) +d™) = C; ® (x) +d%M)y - d.=c;® XM — d; +c; e d\*) = c; ® d®

Dans le cas de contraintes 2 non linéaires 1l se peut que le déplacement oM d® ne respecte pas
les contraintes 2 et 1l faut alors envisager des procédures plus complexes.

4. Problemes quadratiques

On considere le probleme quadratique suivant:

minimiser ceox -+ %x o Hx
, Ax <)b
SOuUSs contraintes
x =20

ou H est une matrice carré symétrique d’ordre n, ¢ vecteur de n lignes, A matrice m lignes n
colonnes, b vecteur colonne de m lignes.

Les conditions de Kuhn et Tucker de ce probleme ont une structure particuliere. Elles se
présentent sous la forme d’un systeme d’équations lin€aires avec des contraintes de

complémentarité appelé LCP de I’anglais linear complementary problem.
Il existe de nombreux algorithmes pour résoudre ce type de probleme. La plupart reposent sur
les concepts de variables de base et hors-base et se résolvent par des méthodes de pivot. Ic1 on

présente la méthode du pivot de Lemke.

On introduit le vecteur y des m variables d’écart du systetme Ax<b de sorte que Ax+y=b avec
y=20. On note u le vecteur des m multiplicateurs de Lagrange des contraintes Ax<b et v le

vecteur des n multiplicateurs des contraintes -x<0.
Les conditions de Kuhn et Tucker du probléme quadratique s’€crivent alors:

Ax+y=b
—Hx—-A'u+v=c
xev=0,uey=90_
lx,y,u,vzo

4

La premiere ligne spécifie que x est réalisable (1.e. vérifie les contraintes).

La deuxieme ligne n’est autre que les conditions de Kuhn et Tucker liant les gradients de la
fonction objectif et des contraintes Ax-b<0 et -x<0 par I’intermédiaire des multiplicateurs de
Lagrange.

La troisieme ligne est ’expression des conditions de complémentarité entre les contraintes et
les multiplicateurs de Lagrange (le multiplicateur d’une contrainte non saturée est nul).

La quatrieme ligne est l1a pour rappeler que les variables du probleme doivent €tre positives ou
nulles ainsi que les multiplicateurs (car ceux-ci sont associ€s a des contraintes d’inégalités).

(0 —A) b ) (u)
En posant M = ,q=( ’ i

, W = y & =
A" H c W) \x

les conditions de Kuhn et Tucker se mettent sous la forme
w=—Mz=qg,zow=0,z=20,w=>0
qui est la forme usuelle d’un LCP.
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Noter que la positivité des variables permet 1’écriture regroupée (sous la forme d’un produit
scalaire) des conditions de complémentarité.

On note p=m+n . On a donc 2p variables (z et w) et p contraintes d’égalités. L.es conditions de
complémentarité entrainent que seulement la moiti€ des variables peuvent €tre non nulles soit p

variables qui sont alors déterminées de facon unique par le systeme d’€galit€s qui est de rang p.
On partitionne donc les variables en 2 ensembles de p variables: les variables hors base nulles
et les variables de base déterminées par le systtme d’équations. Noter que les variables de base

doivent étre positives ou nulles, on dit alors que la base est réalisable.

4.1. Résolution de LCP

S1 g20 alors w=qg et z=0 est une solution de LCP et celui-ci1 est alors résolu.
Supposons donc que g comporte au moins une composante négative.
On introduit alors une variable supplémentaire zp=0 dite variable artificielle que 1’on ajoute a

chacune des égalités du systeme:
w—Mz=q+2z,1 (oul estle vecteur colonne formé de p 1)

En posant z, = llilix(—qj) et w=g +zp1 on obtient des variables w positives ou nulles. Mais par
<JSp

contre zo>0 et par conséquent LCP n’est pas résolu. Il faudrait pour cela annuler zp en la
faisant passer hors-base par exemple.

On dit que (w,z,z9) est une solution de base presque complémentaire s1 zo est en base,

exactement une des variables wj, z; est en base pour j=1 a p et j#s, ol s est tel que les deux
variables wq, z; sont hors base. Si les variables sont de plus positives ou nulles on dit que la

base presque complémentaire est réalisable.

L’algorithme du pivot de Lemke que nous allons présenter, passe de base presque
complémentaire réalisable en base presque complémentaire réalisable jusqu’a ce que zg sorte de
base. Le passage d’une base a I’autre se fait par une méthode de pivot classique qui permet de
rentrer une variable en base alors qu’une autre en sort. Un tableau est associ€ a chaque base

parcourue le long de 1’algorithme.

Algorithme de l.emke

initialisation
S1 g20 STOP (LCP est résolu en posant w=qg et z=0)
Initialiser le tableau avec la solution de base (non réalisable) w=qg (en base), z=0, zo=0 (hors

base).

Déterminer I’indice s réalisant —g_= max (—-—qj), pivoter a la ligne s et la colonne zg (zo entre
1<7<p

en base et w; en sort).
Poser y=zs

itérations
1. Soit d; la colonne du tableau sous la variable y;. S1 d; <O aller en 2.

P . n » . D . . a N — .
Déterminer 1’indice r réalisant min { ——:d s> O} ou g est le membre droit du tableau.
1<j<pl 1S

Pivoter a la ligne r et la colonne y; (v, entre en base et la variable a la ligne » en sort).
S1 la variable qui sort de base est zg , aller en 3.

S1 la variable qui sort de base est w; , poser y,;=z; et aller en 1.

Si la variable qui sort de base est z; , poser y,=w; et aller en 1.

2. STOP On a détecté un rayon et LCP est non résolu (saut s1 zo=0)

3. STOP LCP est résolu
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Commentaires
- Lorsqu’on s’arréte par 3., la solution de LCP est obtenue en mettant les variables de base aux

valeurs données dans le membre droit du tableau et les variables hors-base a zéro.

- Le vecteur directeur du rayon détecté en 2. est le vecteur construit de la fagon suivante:

on met 1 pour la variable y; (qui rentrait en base), -d; pour les variables de base et O pour le
reste des variables. S1 1’on note A le vecteur ainsi construit et (w*,z* z%y) la solution de base
obtenue au moment de la détection, on peut vérifier que les points (w*,z*,z%y)+AA sont de
coordonnées positives ou nulles, verifient w—Mz=qg+2z,1 et les conditions de

complémentarité, ceci pour tout A=>0.
- Pivoter est I’opération qui permet de passer d’une base a 1’autre. Supposons que 1’on soit a

une itération quelconque de I’algorithme. Soit d; 1a colonne du tableau sous la variable entrante
ys et r I'indice de la ligne de la variable sortante. Pour passer d’une base a 1’autre 1l suffit de

( dy A
1 0 —/— O
0 .
) . 1 - 1 - .
prémultiplier le tableau courant par la matrice P = a. , atrice carree
1
_dpﬂ'
\ dr.'; y,
1

d’ordre p €gale a I'identit€ a ceci preés que la colonne r vaut ———d_ sauf sur la ligne » ou le

IS

coetficient vaut dl . L’élément d,; qui joue un rdle central, est appel€ pivot.

rsy

Au début de I’algorithme, le tableau est, a une permutation des colonnes pres, la matrice
(I,—M,-1, q) représentant le systtme w — Mz —z,1=¢g ot I est la matrice identité d’ordre p.

S1 T est le tableau a une itération k, PT sera le tableau a I’itération suivante k+1. On retrouve
la méme matrice P de passage d’une base a ’autre dans I’algorithme du gradient réduit (se
référer a ce chapitre pour des explications complémentaires).

4.2. Traitement d’un exemple

Considérons le probléme suivant:
2, 2
min x; +x, +x, —2x,

3x, +x, 21
s.c.{ S

X, %y 20

Ecrivons les conditions de Kuhn et Tucker:
r—3x1 — X, +y; =—1

—2x; +3u; +v; =1

0=2Xxy Uy +v, =2

wy =0,vx, =0,v,x, =0
|x1=x2*y1:”1="’1="2 =0

On introduit la variable artificielle zg sur chaque ligne et on recopie le systeme obtenu dans le
tableau initial. On obtient:

base
B2
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La base est non réalisable (le membre droit a des composantes négatives). On fait sortir v, de la
base (composante du membre droit la plus négative) et entrer zo. On pivote. Expliquons en
quoi cela consiste. Pivoter revient a exprimer les variables de la nouvelle base en fonction des
(nouvelles) variables hors-base. Pour cela on divise la ligne correspondant a la variable qui sort
(v2) par le pivot c’est-a-dire I’élément a I’intersection de cette ligne et de la colonne entrante
(z0), ici -1 (le pivot est indiqué en gras). Aprés ceci on obtient un 1 dans la colonne entrante
(zo) a l'intersection de la ligne sortante (v;). On modifie les autres lignes de fagon a faire
apparaitre un zéro dans le reste de la colonne entrante (zp). Pour modifier une ligne on
additionne cette ligne a la ligne sortante (v2) multipliée par le coefficient qui convient de fagon
a faire apparaitre un zéro dans la colonne entrante (zp). Cette opération revient a prémultiplier
le tableau par la matrice P explicitée dans le paragraphe précédent (voir commentaires). On

obtient:

vy est sortie de la base donc x; doit rentrer. La variable de base qui doit lu1 laisser la place est
celle qui réalise le minimum des ratios {-},%,%} obtenus en faisant les composantes du membre

droit sur les composantes positives de la colonne sous x, . Donc y; qui réalise le min sort de
base (ici on aurait pu prendre aussi bien zp). On pivote et on obtient:

y1 est sortie de la base donc u; doit rentrer. La variable de base qui doit lui laisser la place est

celle qui réalise le minimum des ratios {4,%} c’est-a-dire zy . On pivote et on obtient:

base  |x; X2 1 u) V] vy 20

X 0 0 1
V1 0 | 1
U1 1 0 O

Zo est sortie, on s’arréte. La solution est xo =1 vy =1 u; = 0 et le reste des variables est 0.

Considérons maintenant le probléme suivant:
2, 2
minx; + x5 —2xx, + x; —2x,

{3)«:1 +x, 21
S.C. > O
X;, Xy 2

Ecrivons les conditions de Kuhn et Tucker:
f—3x1 — X, +y, =—1

—2x; +2x, +3u +v, =1

2%, —2x, tuy +v, =2

wmy, =0,vx, =0,v,x, =0

X5 X, Yy Uy Vi Vy 2 0
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On introduit 1a variable artificielle zo sur chaque ligne et on recopie le systeme obtenu dans le
tableau 1nitial. On obtient:

I.a base est non réalisable (le membre droit a des composantes négatives). On fait sortir v, de la
base (composante du membre droit la plus négative) et entrer zp. On pivote et on obtient:

v, est sortie de la base donc x; doit rentrer. La variable de base qui doit lui laisser la place est

celle qui réalise le minimum des ratios H,%,% obtenus en faisant les composantes du membre

droit sur les composantes positives de la colonne sous x; . Donc vy qui réalise le min sort de
base. On pivote et obtient:

X y Z0

base | x; X 1 U V] Vo

I 4 0 1 1/2 14 3/4 0 1/4
X9 -1 | 0 1/2 1/4 -1/4 O 3/4
20 O 0 0 -2 -1/2 -1/2 | 1/2

v1 est sortie de la base donc x; doit rentrer. La colonne sous la variable x; n’a aucune
composante positive. On a détecté un rayon et on s’arréte. Comme zo est non nul les conditions
de Kuhn et Tucker ne sont pas résolues. Le rayon est ’ensemble des points de la forme

x ) (0) 1\
JC2 I % 1
Vi ' | -,—} 4
u, |=| 0 [+A] 0| avec A>O0.
Vi O 0
v, O 0
_I.J 0
\ %0/ \2 \

Montrons que le minimum du probléme est non borné. Pour cela considérons la direction d
obtenue en prenant les deux premiéres composantes du vecteur directeur du rayon (relatives a

1

X1, X2): d =(1). Etant donné un point réalisable (vérifiant les contraintes du probleme) par
(1)

exemple x=|12 |, les points de la forme X+Ad avec A=0 sont réalisables (car
\ 4 /

3d, +d, =4>0). Evaluons la fonction objectif pour £+ Ad. On obtient —32 — A soit une valeur
qui décroit indéfiniment quand A devient infiniment grand.
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4.3. Propriétés de ’algorithme du pivot de Lemke

Sous 1’hypothése de non dégénérescence (i.e. toute variable en base n’est jamais nulle),
I’algorithme de pivot de Lemke ne repasse jamais par le méme point (Ia méme solution de base
presque complémentaire) et donc 1’algorithme s’arréte en un nombre fini d’itérations.

Pour la résolution des conditions de Kuhn et Tucker, si 1’algorithme se termine par une
détection de rayon il n’est pas certain que cela signifie que les conditions de Kuhn-Tucker soient
sans solutions. Cependant on peut prouver que 1’algorithme se comporte bien au moins dans le
cas d’un objectif convexe (mais aussi dans quelques autres cas). Mais 1I’exp€rience montre que
lorsque ces conditions ne sont pas remplies 1’algorithme se comporte la plupart du temps
correctement. On a le théoréme suivant.

Théoreme
Sous I’hypoth&se de non dégénérescence, si I’ensemble des solutions réalisables (les points

vérifiant les contraintes Ax<b, x=>0) est non vide et si H est semi-définie positive alors soit
I’algorithme résout les conditions de Kuhn et Tucker et trouve donc un minimum (ici global car
]’ objectif est convexe), soit ’algorithme se termine par une détection de rayon et dans ce cas le
probléme n’admet pas de minimum (minimum non borne).
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