Méthode des Caractéristiques

Une diffusion nulle équivauta k=0

on:  9€ ove )=
D'ou : at(x,t)+ 5 (x,t)=0

D'autre part, la vitesse du vent est constante : v(x,t)=cste
.. Oc oc
Dou: —(x,t)+v—1I(x,t)=0 (1
040 x,0=0 (1)

N [ _dcot, ), dcox
e On applique la régle de la chaine : as(x(s),t(s))— o as(x’t)+6x 6C(x,t)

ot ox o oc oc oc R
:1 -_—= ! N —_— = — —_— o !
® Avec 3 et SV , on a l'équation aS(x(s),t(s)) at(x,t)+vax(x,t) 0 dapres (1)

On en déduit que t(s) =s+C, et X (S) =vs+C, (avec C, et C; deux constantes).

On en déduit que résoudre (1) équivaut a résoudre %( x(s),t(s))=0 .

eOnpose t(0)=0 et x(0)=x, .
Alors t(s)=s et x(s)=xptvs=xo+vt .
D'oul g—i(x(s),t(s))ZO«@g—i(xﬁvs)=0<:>c(s)=cste
Donc la solution est une constante selon s, ainsi la valeur a 1'origine de c donne la solution du

probléme : C(X:t):co(xo) :(1_|X0_1|)1[0,2](X):(1_|X0_Vt_1|)1[0,2](X)

Solution exacte du probléme : |c¢(x,t)=c(x—vt)=(1—Ix —vt—1]) 15 (x)

Méthode des différences finies

® Schéma numérique :

1 n n n

oc U O O o o
)+v—=(x,,t,) revienta écrire — Ly ——1=
0x At A x

. . 0Oc
Ecrire —(x,,t

) 0
at 1 n

e Matriciellement, on a :
n+1 n n n
Ci _Ci + Ci_Ci—1:

0 e (CM)-(C=vE(cr,) ~(c)

v =V
At A x : AXx !
n+l\ _ (4 At n At __qn
At (Ci )i_<1 VAX)(Ci )i"'VAX (Ci 1 )i—l

< ‘ (C?H)i:(l_p)<C?)i+p(Cz‘—1)i—1 ‘
Ainsi, la (n+1)iéme itération est égale a la (n)ieme + 1 fonction qui dépend du (n)ieme. (U, = U, +
f(Un)).
Le schéma est donc explicite.




o Convergence du schéma :
On rappelle que dire qu'un schéma est convergent équivaut a dire qu'il est stable et consistant.

On vérifie d'abord la consistance :
(C;Hl)i:(]—_p)<C?)i+p(C?—1)i
(C?H)i:(l_p)(C?)i"'hq)((C?H)i—l’h>:(1_p>(cy)i+hf((cy)i)

dou: @((C});,0)=f((C);) Donc le schéma est consistant.

On vérifie ensuite la stabilité :
Pour qu'une méthode soit stable, il suffit que ® soit lipschitzienne par rapport a (C).

IF((C))=F((CTll=estel(C)i =(CT™ )= (ClL1 )i +(C)]
<scste [||(C?j11)i—1_(C7+1)i||+||(C?—l)i—l'l-(cxr'])i”]
<cste ”(C?j)i—l_(c?ﬂ)in

Donc f est lipschitzienne, ainsi le schéma est stable.

Le schéma est donc convergent (car consistant et stable).
® voir programme

e Solution exacte du probléme : ¢(x,t)=(1—|x—vt—1|) 1o,

e Rendu GnuPlot :
'plot_app0.dat’ La solution exacte est proche de la solution
plot_exact0.dat ,
approchée.
Coefficient de diffusion k=0
08 ¢ Vent constant v=1
Ax=2.10"
At=1072
06 L Cas t=0.5
04 |
02 |
0




08 t

06 t

04 |

0.2 t

08

06

04 |

0.2 t

"plot_appl.dat’ ——
‘plot_exactl.dat" ——

"plot_app2.dat’ ———
‘plot_exact2.dat" ——

Cast=1

Cast=2



Parametre de diffusion non nul

schéma numérique : diffusion du nuage # 0
n+1 n n n n n n
N+l _ o n_ T _2C"+C!
C; Cz+sz C’_1+kc'_1 CZ, C’”:O
At Ax Ax

2
%(X,t)+v%(x,t)+k%()(,t):0<:>

Matriciellement, on a :

n+1 n n n n N N
i i i — G . —2C, .
Cl Cl +v C1 C1—1+kc,_1 C’ +kCH’1:0
o Cin—=GCi :vCi—Ci71+kCi,1—2Ci+kci+l
o Cr=cili—vALn Al ALy o [y AL A
Ax_ Ax? AX AX Ax
- leltaplea — | coefficient de diffusion k=0.01
1 Ax=0.2
At=0.01
Cas t=0.5
5 6 7 8 9 10
" kolotappldal — | Cast=1




1 T T T T T T T T
‘kplot_app2.dat" —— Cast=2




Vitesse du vent non constante

oc d(ve) &c
—(x,t)+ Jgt)+k—=(x,t)=0
T ) +k S
ci'-c  _.Cl,—C]  (C,—2C/+C],
i 1+ :1 i+1 1+k( i—1 21 11):0 Si V7<O
At AXx A x
(=4
cr—c c'—cr C! ,—2C'+C',
i 1+Vr'1 i i 1+k( i—1 i 11):0 Si V:1>0
At "OAX AX
+ At At At At At )
c'=cr +C V= —k +C" (—k "
i ( AX) 1+1( IAX sz) 1—1( XQ) Sl V1<O
=
c:“=c¢<1—“ A )ecr, (ViR k AD)ecr (—k2E) s vis0
A X* AXx AXx X
+ At At n At At .
CM'=Cl(1+2k—=)+C!. (k== )+C" (—k c'-C', V! si VI<0
(19225l (kS )eCL (k2540 -l ot
[ —t
+ At At At At
Cl"'=C](1+2k—=)+C., (—k—)+C_ (—k—)—(C!-C.,)) —=V] si V!>0
Ax ! AX ! AX Y AX
coefficient de diffusion k=0.01 avec vent variable
v(x,t)=5cos(Pi.t).sqrt(t)
Ax=0.2
At=0.01
Cas t=0.1 a 0.9 avec un pas de 0.1
——— —— 09 . : : : . . : . .
vkplot_appl.dat" —— ‘vkplot_app2.dat” ——
0.1 01
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 0 1 2 3 4 5 6 7 g8 9

Le vent est encore faible, les particules se
dissipent, et donc la courbe s'étale.
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‘vkplot_app3.dat’ ——

"vkplot_app5.dat’ ——

"vkplot_app6.dat’ ——
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"vkplot_app4.dat’ ——

01 . . . . . . . . .

Pour les trois graphes précédents (3, 4, 5) :

Le vent souffle vers la droite et a donc tendance a
pousser les particules vers la droite et donc a faire
pencher la courbe vers la droite.
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‘Vkplot_app7.dat" ——
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" 'wkplot_app8.dat’ ——

0.0002 T T T

0.00018

0.00016 |
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1 0.0001 H

8e-05

6e-05

4e-05

2e-05

1 1 1 0 L L L

"vkplot app9.dat”

7 8 9 10 0 1 2 3

Pour les quatre derniers graphes :
Le vent souffle vers la gauche, et pousse donc la
courbe vers la gauche.



